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Bienvenido a Céleulo con geometria anolftica, octava edicion. Mucho ha cambiado desde
que escribimos la primera edicién en 1573, hace 30 afios, Con cada edicién hemos escu-
chado a nuestros usuarios ¢ incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el texto.

Un texto formado por sus usuarios

A partir de su apoyo y sugerencias, ¢l texto ha alcanzado ocho ediciones que incluyen
estas mejoras:

Secciones de ejercicios que contiensn una amplia variedad de problemas para habili-
dades, aplicaciones, exploraciones, desarrollo de conceptos, ejercicios para generar
pensamiento critico y problemas tecricos,

Abundantes aplicaciones a la vida real que muestran, con precision, los usos diversos
de cilculo.

Muchas actividades abiertas e investigaciones,

Presentacion clara del texto, con un atractivo diseiio de pigina.

Disefio de interiores a cuatro tintas,

Texto rigurosamente matematico.

Uso de la tecnologia como herramienta para resolver problemas v diil en la investiga-
cidn.

Referencias u 1a historia del cdlculo y a los matemadticos que lo desarrollaron.

Lo que es nuevo y diferente en la octava edicion

En la octava edicién continuamos ofrecizndo un texto que es pedagégicamente confiable,
para profesores y estudiantes, con precis.dn matemdtica y comprensible. Los cambios mas
signiticantes se listan a continuacion:

Las nuevas entradas de capitulo. Cada entrada de capitulo tiene dos partes: una des-
cripcién de los conceptos que se cubren en el capitulo y una pregunta que invita a
explorar una aplicacién en la vida real del tema del capitulo.

Nueva presentacion de las ecuaciones diferenciales. El tema de las ecuaciones dife-
renciales se introduce ahora en el capitulo 6, en el primer curso de célculo, lo cual
beneficia la preparacién de los estudiantes para sus cursos en disciplinas como disefio,
fisica y quimica. El capitulo contienz cuatro secciones: 6.1 Campos de pendientes y el
métode de Euler, 5.2 Ecuaciones diferenciales: crecimiento y decrecimiento, 6.3 Se-
paracicn de variables v la ecnacidn logistica y 6.4 Ecuaciones diferenciales linea-
les de primer orden.

Ejercicios de repaso. 1os gjercicics han sido cuidadosa y extensamente revisados
para asegurar que son rigurosos y cubren todos los temas sugeridos por nuestros usua-
rios. Se han agregado muchos ejerc cios de habilidad y desafio.

Actualizacion de datos. Todos los datos en los ejemplos y conjuntos de ejercicios se
han actualizado.

Aunque revisamos el texto con cuidado para reforzar Ia utilidad de algunos temas v agre-
gamos otros, no cambiamos muchas de las cosas que han llevado a nuestros colegas v




viii UNAS PALABRAS DE LOS AUTORES

a cerca de dos millones de estudiantes a usar este libro. Cdlculo, octava edicidn, ofrece
cobertura completa del material requerido por los estudiantes del curso de céleulo, inclu-
yendo cuidadoso plantzamiento de teorfas y pruebas.

Esperamos que usted disfrutard la octava edicion. Damos la bienvenida a cualquier comen-
tario, as{ como las sugerencias para la mejora continua.

@%ﬁw Portor { oty Brne V.Eluands




Entradas de capitulo

Cada capitulo abre con una aplicacién a la vida
real de los conceptos presentados en el capitulo,
ilustrada con una fotografia. Las preguntas
abiertas y reflexiones sobre la aplicacitn
motivan que el estudiante considere como los
conceptos de cdlculo se relacionan con las
situaciones de la vida real, Un resumen breve
con un componente grifico resalta los conceptos
matemdticos presentados en el capitulo y explica
por qué son importantes.

322 CAPITELO § Funeiomes Jeg i itonices, symencigles ¥ oloas fancianes looscendeme s

m La funcién logaritmo natural: derlvacion

*  Desarallar v usar propiedates de la funcidn Ingaritma natural.
+  Comprender 1a definicidn del ndmero ¢,
«  Derivar fanclanex que involucran 12 funcién lagaritma natural.

& funcion legaritme natural

Recorder que on Ta reghe general de las posencias

]‘ bt
¥ = +ConE -1
w1
sige deniend un defeeio anportade. no so aplicanl cason = - L De beeha, odaviune se
ha eneanrzadn una sridarvada o prRmit naza Ta funcidn f(x) = 1x Bn esta seccidn se
usaed el segande trore . fundaenial def cdbeule para define csa antidenivada o primi-
vat. st e una uncis qus ain ne ha aparscido previamante en este ibro Mo es algchraica
ni trigoiomeuica, sino que 25t ineluida en una nuevs lase de funciones, ladas Ao
JOENGTER TS0 161T) nes dogavimnicas. T8t funcion panicular ¢4 L Fanclsn logaritne warural
El mateméilice epeocts Joho Napier inivaid
s logarismos, Auyur 2n ioerodug bos
Ingariemi06. b, il s suelen lanes .
legaritmas ispieriamas. Deflnictén de ba funckin logaritma natural

The Qrnger Callscticn

La luncidn loparitma natural ke dzling coo

I\|,\=J‘ %a’l‘ x =0
'

El doniinio de la foncidn logaritmo natuca es ¢l conjunto de todos o nimwras
realts positivas.

A partir de 12 definicisn s deducs que W £ s positiva pars x > | y negativa para < v < 1
ifiguez 310 Adeds, 0 111 — O, 3 que lus limitzs inferior » seperior de incgracién son
iguales coando v = 1

R
Sir L entances s il Sifer< L entoneesnx< 0
Figura 5.0

A R T A ot A i

p de la Bancidn togaritmo natural  Usando soies ks definicion, es-
bozar uns grifica & 1 fancin lugarimme nararal. Explicar of razonamienns.

Funciones logaritmicas,
exponenciales y otras
funciones trascendentes

Objetivos de estudio

Cada seccidn empieza con una gufa de habilidades a
desarrollar a partir de los conceptos importantes
cubiertes en la seccion. Esto sirve para gue el profesor
prepare su clase y como una guia de estudio y revisién
para el ¢studiante.

Exploraciones

Las exploraciones para los temas seleccionados, ofrecen
la oportunidad para descubrir los conceptos de cileulo
antes dc que se presentan formaltmente en el texto,
reforzando asi la comprension del cstudiante. Esta
seccidn oplativa puede omitirse a discrecidn del profesor
sin la perdida de continuidad en la cobertura del
materia .

Notas historicas

Integracas a lo largo del texto, ayudan a los estudiantes a
compre1der los fundamentos matemadticos del cdlculo.




X CARACTERISTICAS

342 CAIEIULO S Fuxionos bgacitmicas, expanencizlos v olins funciones s ndentes Teoremas
empro 1 Comprobacidn de funcinnes inversas Se resaltan los teoremas y deliniciones para dar énfasis y
Dhemostrar que las fanciones siguientes son muluamente inversas. permitil’ una localizacién réplda Se muestran laS pruebas
B A I LR para los teoremas seleccionados para reforzar la
Splecion  Come el domminie y o sccarrid o rango ks . sum ks Cos s e, comprensién del estudiante.
se puctle eoneluir gne 1as dos fumeiomes compuestas cxisten para lodo 1, La composicion
de fron g es
oty = 2 /21 ) - :
A Ayudas de estudio
it L)
=zl =1
L2 . . .
PO Estas ayudan permiten a los estudiantes evitar los errores

£

comunes, los guian en casos especiales y amplian
conceptos tedricos.

Ly vomposicide de g conjes
JPpr—
Y TR |
Al = \/7)

2

a Graficas

¥ grson fnci inveraas i de b e
sl Pl ) < (100 2 ol v e Las numerosas graficas a lo largo del texto refuerzan la
e figura 511, —_— .. ) .
comprension de los conceptos de célculo complejos (sobre
FYUDA DEESTUDIO Ll st | compac o fncinse 1 ¢ todo en las representaciones tridimensionales), asi como en
Para fi Primeno elevar v al cubo. luego multiplicar por 2, y despuds restar | N . .
Pars : Pimicro sumar 1, despus dividicoer 2,  beger sacar s cabica. las aplicaciones de la vida real.

43¢ ve coma on ofocta se “deshase o provesc™

Bk figora 511, Jas grdficas de fy g = [ ¥ parceen ol relleje una de la ora respecio
ale oot ¥ = x. La grafica de #7" se ohtiene reflejandu la de - f. Esta idea generalica ol
siguiente teosema.

TEOREMA 5.6 Prop de de lag funci invarsay

La grafivade feontione ¢l punto fa, b si y 20k 21 ia grafica de f ¥ contiene o] punto
ih, 4.
Lagrifiza de £ ' esunzcefledn de Ju Demostracion — 8i (e, 5) ¢81d en 1 grifica de £, entonees es fial — iy se puede escribic
wrifieade Jen lretay — x
Figura 6,12 FOUB = M) = a

Al que (b, a) exnd en la grafica de £7', coma se mucite on §a feora 512 Un argumento
similar demwestra el teorema 2u Ta Otra direecion, —

SECCHIM 5.4 Fonciomes exponensioles: derivigiin 2 inegeacion 353

E/EMPLO 5 La funcifin densidad de pi ilidad normal

Ejemplos

Probar que Ju fuacion densidad de probabilidad rormat exndndar

- Loy
= e

Para garantizar la utilidad del texto como una herramienta
de estudio y aprendizaje, la octava edicién contiene

. . Sl Pare Jocaliza los posibles puntos de inflexidn, se busean los valaces de x para
numerosos ejemplos. Detallamos las soluciones de o vl s i s 7,

tiene punlos de inflexion cusndo x = £1.

L . e T
ejercicios (muchos de ellos con comentarios para aclarar ‘ BT fis = e e
los pasos o el método) se presentan grifica, analitica y/o | oAt e e
numéricamente para proporcionar oportunidades para la 1 B e R S I
prictica y una vision amplia de los conceptos de cdlculo. R s
Muchos ejemplos i 1 andlisis de d 1 o & B b i -
uchos ejemplos incorporan el andlisis de datos reales, et P o, % = hcwundo s = 1, y s paade aplcar Lo stenicas del capalo 3 paca
Figuri 5.22 comeluir que estas valores son los dos punios de inflexidn mustrodos en 15 fgurs 5.22,
N Otas NOTA - La dorma gorcral de une funcwin de densidad Jc probabdlidad nommal (cuya media ca 03
et dhacks wie
Las notas con instrucciones acomparian muchos de los f= e
tecremas, definiciones y ejemplos, para ofrecer una dand e s I dosviacitn s (s 1 leva griega miadse s Sigena). For “corv e
) s - - N - - farma de company” tiens puntos de inflexién coandox = =,
perspectiva adicional o puntualizar generalizaciones.
EfEMPLC 8 Transacciones cornerciales
El agmero v e leansigiones comergiales en inillones] en la bolsa de valores de Naevi
York desde 1990 hasta 2002 pucde ser mudelado put
- ¢ 3 = 36 8620 5
E Bk I dondke 1 representa €l ufia, 1 = O cornespinda a 191 ;A qué ritmae o velocidad cannhbid &1
T woao T o r=3088M LB e de transaceinnes eoverciales en 19987 (Fupnte: New York Stock Exchonge, Ine.)

Buluciin Ly denvada del modeko cg
¥ = (01N G
- g T3,

Al evaluar la derivada cuznda 1 = &, se prede canclir qua zl ritma o volneidad de cambin
en 1938 ¢ra lrededor de

31 933 millones de transaccienes por aao.

Lir grsfica de este wodiby s mussle cu la igurs 5,23, —




Ejercicios

El corazén de cualquier texto de cileulo; los ejercicios
mantienen oportunidades de exploracion, prictica y
comprension. La octava edicién contiene cerca de 10 000
ejercicios de repaso, de seccion y de capitulo,
cuidadosamente elaborados para reflexionar y alcanzar el
reto de estudio. El extenso rango de tipos de problemas
incluye verdaderc/falso, de escritura, conceptuales, de
disefio real de datos y de analisis grafico,

Sc supone quea ¥ e ¢ 4 meros reales positve [T gr fie
et n etiquetadas vt 4 5 B, ¢}y ]

En los glercicios 21 a 4. esochur cudu eeuact ¢ con s gr fica.
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En los ¢jercicios 35 2 48, cocontrur la dyrivada,

93, Defoliaci v foresil!

Bty s une comp sl pas repeesentar ta fanc n

poe fas lngurtas dur v a9, un i genicrs Faresrl cuenra €
nmern de nortane

Haru estimr Lo defuliac o paoduci g

hoeves ¢n fy dé 2cre gn el o0 o

a) b E
. .
R
) LR rin
o - a7, Al J e PR :j nlr - 1) et
. o
B 55, Redacein Considennr la fonein fia) ST
20y =g oy G =
N " @) Usaruna computadors pasa cepresentar g ficameare

Boy=al-en T ) Fplicar brevemente por qu la gr 28 1ice una 35 Rwois

Forizonal on 3 = ¥ pna discontinuidud 1o evituble en

x=0

anteriar. Bl paceattz ¢ da defoliacin ¥ est duda agronim
dairemte par

¥ E T e

dende s el nmer e moardenes en moles. | Fusile: 1S,
Forest Seevice]

i) Flinmar ed pwrce weaje dle defoliuct n i se cusnian 2
Hinmtonss de 03,

Entimancd nane -+ de monlsees de husves qus exiden
52 uberva que smoziwadamente § del hosque 5= B
seatiado.

&) Mediznic &l ¢ Lu1a, cximer el vaior de £ pan el qu

€l

Preparacian del examen Putoam

s

£udl es mayer

T G

da ardt
VUL Toemimi e £ ¢ & enitive, entonces
[ N
w10
Ui
[ e o P s G
e AR

prege m s 7 piil nento.

okscuan de prolameas 401

F'sp ) Solucion de problemas

1. Enconcrar ¢l valor de 4 guk miinizs <L sngulo @mosuado en A Seafin = senthaxl.
T Togur ;Cafl e el vador aprowimado de este dnselo?

@1 Chelermizar el dorunws de Tt L f

5 Encontear o vaores de.r que s3tisfagan

5 Fasntar dies valiore e ¢ que ~ilis:

drcCwiles el secerndt ¢ g de

e o
B or var un s
en b pumalla [, 5] 5 =2, 2] p gsvimar Lim FLy), §i €5 que

Wty para reprsentar grilicamente §

cnmsLe

£ Dererminar Jin ! snalliicaneric. o e que existe,

4 -
6, B siempre que G = x b = ¥) es un
G = X B L s conthign, came a2

freule wniticio o 1

B ¥ enel primer caairante fver a lizncd., Muster que
T s igual o dos veces el drea del sector circalur samhrea-
do A,
Wbt
} i H
\ , i
. '
@ T 5 de g = s zen ol imervala IC. 28], e ‘
ee aaplicantu e b smastein de 57 Vi

griticz reapecws o panta (8, M permis cancliir que

[ande=r.

By TrazarIn gritwnde v - sena =+ 3 e elisdeealn j, 2],
Usar la simova dc Ja préfica caspecto 41 punto (7. 3) para
ralae lu mtogeal

[ses
3

¢y “Teuzar Ja grifica de y = avccas o en el inervala | =2, 1) T P
Usur I simeta de Ja grifica pacs evaluar b inggial *

1ol primer <nadrams (ver fpural. saastar
que b e il dus veves of doea de la regton sorabrewa
A0, Eropezar por mosar qee o dies AP ostidadn pr
kL férmuly

o
I arccas ko
-

0y Bxalun I integeal | ———— iy
T man gt

b = 1]

ﬁ 3. w) Usarunacompugpusons pan seETesemr ;)
X

sobre el ntervala =1, 1]

) Usur u geifien pura esimar Lim £l

Vsar la definicicn de devisada jseea justificn I reepues
dol acartado b,

Caracteristicas adicionales

A lo largo del libre se integran recursos de aprendizaje,
como la seccidn de proyectos de trabajo, las referencias a
periddicos, y Ta seccidn de desarrollo de conceptos,

Tecnologia

SP Solucion de problemas

Cada capitulo concluye con un conjunto de ejercicios
para pensar y proporcionan al estudiante
oportunidaces para explorar los conceptos més alld
del capitulo.

A lo largo el texto el uso de una calculadora para
elaborar gréficas o un sistema de cdlculo algebraico
se sugierc pura la solucién de problemas, asf como
para la exploracion y el descubrimiento. Por ejempla,
los estudiantes pueden escoger calculadora para
elaborar grificas y para ejecutar los cileulos
complicados, visualizar los conceptos tedricos,
descubrir los enfogues alternativos o para verificar los
resultados ce otros métodos de solucidn. Sin
embargo, no se exige a los estudiantes el acceso a este
instrumentc para usar con eficacia el texto. Ademads
de describir los beneficios de usar la teenologfa para
aprender cdiculo, el texto tambigén muestra su posihle
uso Incorrecto o interpretacion equivoeca.

X1
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Algunas diferencias de terminologia en la ciencia matemdtica del
cilculo diferencial e integral en distintos paises de habla hispana

Uso comun

en Espaifia

ritmo de cambio

teorema del encaje

limites laterales
discontinuidades evitables
discontinuidades inevitables
funcién parte enlera

una funcién decrece sin cota
una funcidn crece sin cota
cociente incremental
nimeros criticos

prueba de la primera derivada

proeba del coeficiente dominante para

las funciones polinémicas
recorrido

primitivas

capacidad limite

método de las arandelas
funciones simples
funcidn recurrente

series alternadas

Uso comun
en Ameérica Latina

velocidad de cambio

teorema del emparedado
limites unilaterales
discontinuidades removibles
discontinuidades no removibles
funcién mayor entero

una funcién decrece sin limite
una funcién crece sin limite
cociente de diferencias
puntos criticos

criterio de la primera derivada

criterio del coeficiente dominante para las
funciones polinémicas

rango

antiderivadas
capacidad de soporte
meétodo del anillo
funcicones parciales
funcidn recursiva

series alternantes
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Preparacion para el calculo

Los dos tipos de antomdiviles de carreras diseitados y construides por
equipos NASCAR son los vehiculos para pista corta v para autopista
larza. Estos dltimos se someten a muchas pruebas en tdneles de viento
como el que se muestra en la fologratia. Ambos estdn diseiiados ya sea
para generar tanio empuje hacia abajo como sea posible o bien, para
reducir el derrape del vehiculo. ;Qué diseiio cree que se utiliza para
cada tipo de antomovil de carreras? [ Por qué?

— .
Velocidad (kmsh)




2 CAPITULOP Preparacidn para el cdleulo

Graficas y modelos

¢  Trazar la grafica de una ecuacién.

* Encontrar las intersecciones de una gréfica con los ejes.

»  Analizar las posibles simetrias de una grafica con respecto a un eje en el origen.
¢  Encontrar los punios de interseccién de dos graficas.

s Interpretar modelos matematicos con datos de la vida real.

La grafica de una ecuacioén

En 1637, el matemdtico francés René Descartes, revoluciond kas matemdticas al unir sus
dos tamas principales: dlgebra y geometria. Con ayuda del plano coordenado de Descar-
tes, los conceptos geaméiricos se pudieron formular de manera analitica y los algebraicos
visualizarse de forma grafica. La potencia de este método es tal que durante un siglo se
consiguid desarrollar la mayor parte del cdlculo.

Las posibilidades de éxito en el cdlculo aumentardn siguiendo el mismo método. Es
decir, realizar el cdlculo desde miiliiples perspectivas —grdfica, analitica y numérica—
incrementard la comprension de los conceptos fundamentales.

Considerar la ecuacién 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punfo solucion de la ecuacién
puesto gue esta Gltima se satisface (es cierta) cuando se sustituye x por 2y y por 1, Esta
ecuacién tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7). Para encontrarlas de manera
sistemdtica, despejar v de la ecuacion inicial.

Arxchive Photos

RENE DESCARTES (1596-1650)
Descartes hizo numerosas contribuciones a
la filosofia, 1a ciencia y las matematicas. En
su libro La Gépmétrie, publicado en 1637,
describio 1a idea de representar Jos puntos

del plano por medio de pares de nimeros
reales y las curvas en el plano mediante
ecuaciones.

0,7
b
4 (L4 Sx+v=7
T \en
= x
N4 6 8
{3, =2)
{4, —3)

Procedimiento prafico: 3x + p =7
Figura P.1

|
.

|
[

Laparabola ¥ =
Figura P.2

Meérode analitice.

y=T7-3x

Ahora, elaboramos una tabla de valores dando valores de x.

x 012 3| 4
y|7l4|1]-21-5

Método numérico,

A partir de la tabla, puede verse que (0, 7). (1, 4), (2, 1), (3, -2) y {4, —5) son soluciones de
la ecuacién inicial 3x + y = 7. Al igual que muchas ecuaciones, ésta tiene una cantidad
infinita de soluciones. El conjunto de todos los puntos solucién constituye la gréfica de la
ecuacién, como ilustra la figura P.1.

NOTA  Aunque se mencione el dibujo de la figura P.1 como la grifica de 3x + y =7, en realidad
s6lo representa una porcion de la misma. La grafica completa se extenderia fuera de la pigina.

En este curso se estudiardn varias técnicas para la representacién grafica. La mds
simple consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial de la grifica se haga evidente,

EJEMPLO | Dibujo de una grafica mediante el trazado de puntos

Dibujar la graficade y =x% - 2.

Soblucidén  Primero construimos una tabla de valores. A continuacidn, marcamos los pun-
tos dados en la tabla.

x|=-2|~1] 0| 1 |23
vl 2 | —-1]=-2|-1|2|7

Por (ltimo, unir los puntos ¢con una curva suave, como se muestra en la figura P2. Esta
grafica es una parabola. Se trata de una de las cdnicas que se estudiardn en el capfiulo 10.




Comparacion de los métodos
grdfice y analitico  Utilizar una
calculadora gréfica para representar
cada una de las siguientes

ecuaciones. En cada caso, encontrar
unz ventana de representacion que
muestre las principales caracteristi-
cas de la grafica.

g y=xX-I+2x+5

by y=x" -3+ 2x 4+ 25
¢) y=—x—327+20c4+5
d) v=73x"— 402> + 50x — 45
e) y=—(x+ 129
Hy=E-Dx—Hix-6)

Resolver este problema usando sélo
métodos grificos conllevaria una
estrategia simple de “intuicion,
cornprobacidn y revisidn”. ; Qué
tipo de aspectos podria involucrar
un planteamiento analitico? Por
ejemplo, ;tiene simetrias la
gréfical, ;tiene inflexiones? 5i es
asi, ;ddnde estin?

A medida que se avance por los
capitulos 1, 2 y 3 de este texto, se
estudiardn muchas herramientas
analiticas nuevas (ue serdn de
ayuda para analizar gréficas de
ecuaciones comao éstas.

SECCION P.1 Gréficas y modelos 3

Uno de los inconvenientes de la resresentacién mediante el trazado de puntos radica
en que la obtencidn de una idea confiable de la forma de una grifica puede exigir que se
margque un gran nimero de puntos. Utilizando sélo unos pocos, se corre el riesgo de obte-
ner una vision deformada de la gréfica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar la grétfi-
ca de

y = %,‘6(39 — 1022 + x9)

se han marcado sélo cinco puntos: (-3, --3), (=1, =13, (0, 0), (1, 1) y (3, 3), como se muestra
en la figura F.3a. A partir de estos puntos, se podriz concluir que la grafica es una recta. Sin
embargo, este no es correcto. Trazando varios puntos més puede verse que la grifica es
mis complicada, como sc ohserva en la figura P36,

¥

. Y y=gp0(39 - 1027+ 2%
ERY (3.3
7 1l
2+ &
f i
- 2
L ail )
0y 7 14
—+ i } : : : ¥
R bl —t— p——t s
AT s =2 - 2 3
L ‘1,)'. ! Si se marcan 3 2 1 I
s pocos puntos, -1+
4 2T puede obtenerse
. ’ 43 sl um grafica ol
7 3, =% incorrecta Ll
a) 8
Figura P.3

TECNQLOGIA Latecnologia moderna ha simplificado el dibujo de graficas. No obs-
tante, incluso recurriendo a ella, es posible desfigurar una grafica. Por ejemplo, las pan-
tallas de una calculadora grafica de lu figura P.4 muestran una porcién de la grifica de

y=x —x*— 25

La pantalla de la izquierda puede inducir a pensar que la gréfica es una recta. Sin em-
bargo, la de la derecha muestra que no ¢s asi. Entonces, cuando se dibuja una grafica ya
sea a mano o mediante una calculadora, debe tenerse en cuenia que las diferentes ven-
tanas de representacion pueden dar lugar a imdgenes muy distintas de la grafica. Al
elegir una ventana, ia clave estd en mostrar una imagen de la grafica que se adecue al
contexto del problema.

10 5
. I
-0 A - e | 10
~10 -35

Visualizaciones en la pantalla de una calculadora de y = x* — x* — 25
Figura P4

NOTA  En este texto se utilizan calculador s o computadoras con software para representar gréfi-
camente, como Maple, Mathematica, Derive, Mathcad o el TI1-89.



4 CAPITULOP

Preparacion para el cdlculo

No hay intersecciones con ¢l eje x
Una interseccion con ¢l eje y
Figura P.5
¥
yexd— 4y T
3 -+
20/ Yoo [eo
T ( 3 4
-1
72 =4
34
-4+

Intersecciones de una grafica
Figura P.6

Intersecciones con los ejes

Dos tipos de puntos solucién dtiles al representar graficamente una ecvacidn son aquellos
en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan intersecciones con los
ejes porque son los puntos en que la grafica corta (hace interseccién con) el eje x o con el
gje y. Un punto del tipo (a, 0) es una interseccién en x de la grifica de una ecuacidn si es
un punto solucién de ésia. Para determinar las intersecciones en x de una grifica, ignalar y
a cero y despejar x de la ecuacién resultante. De manera andloga, un punto del tipe (0, b) es
una interseccién en y de la gréifica de una ecuacién si es un punto solucion de {a misma.
Para encontrar las intersecciones en v de una grdfica, igualar x a cero y despejar y de la
ecuacion resultante.

NOTA  En algunos textos se denomina x -interseccién a la coordenada x del punto (a2, 0) en lugar
del propic punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, se usard el término interseccidn para deno-

tar tanto al punto de interseccidn con el eje x como a su abscisa,

Es posible que una grafica carezca de intersecciones con los gjes, o que presente va-
rias de ellas. Por ejemplo, considerar las cuatro grficas de la figora P.5.

—

IS .t

Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccidon con el eje y Dos intersecciones con el eje y

EJEMPLO 2 Determinacion de las intersecciones con los ejes x y y

Encontrar las intersecciones con los ejes en la grificade v = x° — 4x.

Solucion Para determinar las intersecciones en x, hacer y igual a cero y despejar x

X—4x=0 ¥ se iguala a coro.
Xx—2D(x+2)=0 Factorizar.
x=0,20-2 Despejar x.

Puesto que esta ecuacion admite tres soluciones, se puede concluir que la grifica tiene tres
intersecciones en x:

(0,0,2,00y(~2,0) [ntersceciones on x.

Para encontrar las intersecciones en y, ignalar x a caro. Resulta entonces y = {). Por tanto, la
interseccion en y es

(0, 0) Interseccion en v,

(Ver la figura P.6.) —

TECNOLOGIA En el gjemplo 2 se utiliza un método analitico para determinar las
intersecciones con los ejes. Cuando no es posible tal enfoque analitico, se puede recu-
rrir a métodos grificos, buscando los puntos donde la grafica toca los ejes. Utilizar una
calculadora gréafica para aproximar las intersecciones.



{~x, ¥ (6
\/ —— X
Simetria con
Tespecto al
gje y
¥
(¥
X
Simetria con (x, =)
respecto al
eje x
¥
X
(=, -»)
Simetria con
respecto al
origen
Figura P.7
¥ y=2x -y

Simetria con respecto al origen

Figura P.8

SECCION P.1  Grificas y modelos 5

Simetrias de una grafica

Es util conocer la simetria de una gréfica antes de intentar trazarla, puesto que sélo se
necesitardn la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetrias pue-
den servir de ayuda para dibujar la grafica de una ecuacién (ver figura P.7).

1. Una grifica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la grifica, et
punto (—x, y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la porcidn de la gréfica
situada a la izquierda del eje y es 11 imagen especular de la situada a la derecha de
dicho eje.

2. Una gréfica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la grafica,
el punto (x, —y) también pertenece a la gréfica. Esto quiere decir que la porcién de
la gréfica situada sobre el eje x es 1a imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una grifica es simétrica respecto al origen si, para cada punto {x, y) de la grifica, el
punto {(—x, -} también pertenece a la grifica. Esto significa que la grifica permanece
imalterada si se efectiia una rotacién de 180° respecto al origen,

Criterios de simetria

1. Lagréfica de una ecuacidn en x y y es simétrica respecto al eje v si al sustituir x
por —x en la ecuacidn se obtiene una ecuacidn equivalente.

2. Lagrifica de una ecuacidn en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacidn resulla una ecuacién equivalente,

3. Lagrifica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir
X por —x ¥ ¥ por —y en la ecuacidn se obtiene una ecuacion equivalente,

La grifica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos
tiene exponente par (0 es una constante) Por gjemplo, la grafica de

y= 2 — A+ 2 Simeus respecio al eje v,
es simétrica respecto al eje y. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al origen si

cada uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Comprobacién de la simetria con respecto al origen
I —
Comprobar que 1a grifica de

y=2x'—-x

es simétrica respecto al origen.

Solacign
¥y = 2 —x Ceuaeiin orzinal.
—y=2—x) —(—x SUSULEIT ¥ por —r v v por -y,
-y= -2 +x Simplificar.
y= 25— x Ceuacion equivalente.

Puesto que la sustitucién produce una ecuacion equivalente, se concluye que la grifica de
v =2x" — x es simétrica con respecto al origen, como se muestra en la figura P.8,
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Interseccidn
ak C \_ﬁ“\

En.x

Figura P.Y

Dos puntos de interseccion
Figura P.10

AYUDA DE ESTUIMMO  Verificar los
puntos de interseccion del ejemplo 3
sustitvyéndolos en la ecuacién origi-
nal o vsando la funcién de interseccion
de su calculadora o computadora.

EJEMPLO 4 Uso de las intersecciones y de las simetrias
para representar una grafica

Dibujar la grifica de x — y* = 1.

Solucién La grifica es simélrica respecto al eje x porque al sustituir y por —y sc obtiene
una ecuacion equivalente.

) : . H
x—y=1 Feuacidn original.
x—{—y=1 Sustitnis y por =i,
ed L.
x—y =1 Ecuacidn equivalente.

Esto significa que la porcién de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular de
la porcidn situada sobre el eje. Para dibujar la grifica, graficar primero la interseccién con
el eje x y la porcion sobre el eje x. Después, reflejar el dibujo en el eje x y obtener la grafica
completa, como se muestra en la figura P.9. —

TECNOLOGIA Las calculadoras de graficas estdn disefiadas para dibujar con mayor
facilidad ecuaciones en las que y estd en funcién de x (ver la definicién de funcidn en la
seccion P.3). Para representar otro tipo de ecuaciones, es necesario dividir la grafica en
dos o mds partes, o bien, utilizar un modo grifico diferente. Por ejemplo, Ja gréificadela
ecoacion del ejemplo 4, puede dividirse en dos partes:

ST SRR IR T PR F LM

w=~x—1 Poreion superior de la erdlica.
i . e ey
v =—+x—1 Porcidn infertor de o grafica.

Puntos de interseccion

Se llama punto de interseccién de las grificas de dos ecuaciones a todo punto que satisfa-
ga ambas ecuaciones. Los puntos de interseccién de dos gréficas se determinan al resolver
sus ecuaciones de manera simultédnea.

EJEMPLO 5 Determinacion de los puntos de interseccion

Calcular los puntos de interseccién de las graficas de x* —y=3yx—y=1.

Solucién  Comenzar por representar las graficas de ambas ecuaciones en el mismo siste-
ma de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P.10. Hecho esto, resulta
evidente que las grificas tienen dos puntos de interseccidn. Para determinarlos, se puede
proceder como sigue.

y = x2 -3 Despejar v de s prinmera ecuacion.
v=Xx— 1 Despejar v de 1a segunda ceuacion.
X2 —=3=x—1 leualar los valores obtenidus de y .
¥2=—x=-2=0 Escribir la ecuacion en la torma general.
(x - 2)(.x + 1) =0 IFaclorizar,
x=20—-1 Despejar x.

Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2 y x = -1 en cualquiera de
las ecuaciones originales. Resultan asi los dos puntos de interseccidn:

(2, D y(-1,-2) Puntox de inferseccion. ——

sl



Gavricl Jeean/Latin Stack México

El observatorio de Mauna Loa, Hawai,
ha medido el incremento en la concen-
tracion de didxido de carbono en la
atméosfera terrestre desde 1938,

NOTA Los medelos del gjemplo 6 se
han claborado usando un métedo
denominado ajuste por minimos
cuadrados {ver la scecion 13.9). El
modelo lineal ticne una correlacidn
dada por /= 0.997 y el modelo
cuadritico por ¥ = 0.996. Cuanto mds
préximo es #* a 1, “mejor” es el
modelo,

SECCIONP.1  Grificas y modelos 7

Modelos matematicos

Al aplicar las matemadticas en la vida reil con frecuencia se usan ecuaciones como mode-
los matemdticos. Si se desarrolla un modelo matemitico con el fin de representar datos
reales, debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorivs: precisién y
sencillez. Bs decir, el modelo deberd ser lo bastante sencillo como para poder manejarlo,
pero también preciso como para producir resultados significativos. En la seccién P4 se
tratan estos objetivos con mds detalle.

EJEMPLO 6 El aumento de dioxido de carbono atmosférico
L]}

El obscrvatorio de Mauna Loa, Hawai, registra 1a concentracidn de diéxido de carbono (en
partes por millon) en la atmésfera terrzstre. En la figura P.11 se muestran los registros
correspondientes al mes de cnero de varins afios. En el nimero de julio de 1990 de Scientific
American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono en la
atmdsfera terrestre en el afio 2035, utilizando el modelo cuadratico:

¥ =7316.2+ 070t + 0.018#

Maodelo cucleidtico pann los datos de 1960 2904,

donde ¢ = 0 representa a 1960, como se muestra en la figura P11a.
Los datos que se muestran en la f:gura P.11b representan los afios 1980 a 2002, vy
pueden modelarse mediante

y = 306.3 + 1.56

Modelo lincal para Tox datos de 1980 2 2002

donde ¢ = 0 representa a 1980, ;Cudl fue el prondstico dado en el articulo de Scientific
American de 19907 Dados los datos mds recientes de los afios 1980 a 2002, ; parece exacta
esa prediccion para el afio 20357

¥ by
3T s
= = 30+
= = 3651 -
= B R Y S ————
=
= E 355
= g a0
P £ M3
g E 340
o [T T LI SN A
g g 330
—= 5. 325
o 320 e gl
e R TLE S A
% T T T T T T T 1 4 E I I I I : : I ? I
510 15 20 25 3¢ 35 40 45 510 15 20 25 30 35 40 45
Afio (0 1960) Afio (0 < 1960)
a) k)
Figura .11
Solucién  Para responder a la primera ppregunta, se sustituyc ¢ = 75 {para el afio 2035) en

¢l modelo cuadritico.

»=316.2 + 0.70(75) + 0.018(73y = 469.95

Modeio cuadrdlico.

De tal manera, el prondstico establecide en el articulo de Scientific American decia que la
concentracidn de didxido de carbono en la atmasfera terrestre alcanzaria alrededor de 470
partes por millon en el afo 2035, Utilivando el modelo lineal con los datos de los afos
1980 a 2002, el prondstico para el afio 2035 es

¥ =3063 + 1.36(75) = 4233

Mudelo Tinea!,

Por tanto, de acuerdo con ¢l modelo lincal para los afios 1980 a 2002, parece que el pro-

ndstico de 1990 fue demasiado elevado. ——————
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Ejercicios de la seccion P

En los ejercicios 1 a 4, relacionar cada ecnacién con su grifica.

a) ¥ b) ¥

E

3

) d)
L y=—3x+2 2. y=/9-2
3. y=4 -4 4, y=x—x

En los ejercicios 5 a 14, elaborar la grifica de la ecuacién me-
diante el trazado de puntos.

5. y:%x+] 6. y:6—2x
T v=4—x° 8. y=(x-239¢
% y=lx+2 10y
1. y=/x—4 12 y= Jxt2
2 1
13. , == 14, =
Y x Y x—1

ﬁ En los gjercicios 15 y 16, describir las ventanas de la figura.

15. 16.
y=x—3x7+4

jf\/ \

@ En los ejercicios 17 ¥ 18, utilizar una computadora para repre-
sentar grificamente la ecuacidn. Desplazar el cursor a lo largo
de la curva para determinar de manera aproximada la coorde-
nada desconocida de cada punto solucién, con una exactitud de
dos decimales.

17. y= V5 —x a) (2.y) b (x3)
18, y =1 — 5x a) (—05,%) B (x,—4)

En los ejercicios 19 a 26, encontrar todas las intersecciones con
los ejes.

19. yzx2+x_2 20. )’2:x3—4x
20 yms -2 2.y G- DEET
- 243
5 =) R
* (3x + 1)?
25. xy—xf+ 4y =10 26. y:h_m

En los ejercicios 27 a 38, buscar si existe simetria respecto a cada
uno de los ejes y respecto al origen.

27, y=x"—2 28, y=x"—x

29, yl=x—4dx 0. y=x+zx

3, =4 32, wy*=-10

33. y=4-Jx+3 3. xy— J4x2=0
x x2

3.0V - o 36. YT 2]

37, y= ¥+ 38, |¥|—x=3

En los ejercicios 39 a 56, trazar la grifica de la ecuacién. Identi-
ficar todas las intersecciones con los ejes y determinar si existe
simetria.

39, y=-3x+2 40, y=-3x+2
4. y=1ix—14 42, y=ix+1
43, y=1 —x? 4. y=x>+3
45, y=(x+ 3y 46. y=2xr+x
47. y=x+2 48. y=2 - dx
49. y=xJ/x+2 50, y=./9—-4
5L x =) 52, x=3y?-4
53. y=§ 54. y=)—€2—l%
55. y=6— |4 5. y=|6— 4

En los ejercicios 57 a 60, utilizar una caleuladora para dibujar
la grifica de la ecoacién. Identificar toda interseceién con los
ejes y determinar si existe simetria,

57. Y —x=9 58.
9. x+32=6 60.

xZ 4+ 4y? =4
I 4y? =8

En los ejercicios 61 a 68, encontrar los puntos de interseccién de
las graficas del par de ecuaciones.

6l. xt+ty=2 62, 2x— 3y =13
2x—vyv=1 Sx+3y= 1

63. T +y=6 64, x=3 -y
x+y=4 y=x—1

65. xX+3yr=5 66. x2+y2 =25
x—y=1 2x + ¥y =10

El simbolo ﬁ sefiala los ejercicios donde se pide utilizar 1ecnologia grdfica o un sistema de dige-
bra computacional. La resolucion de los demds ejercicios también puede simplificarse mediante el

user de la tecnologia adecuada.

[ PPEryy




67,

y=x 68. y=x'—4x

y=x ¥y=—{x+2)

ﬂ En los ejercicios 69 a 72, utilizar una calculadora para encon-
trar los puntos de interseccion de las graficas. Verificar los re-
sultados de manera analitica. ‘

69.

71.

H 73.

ﬁ 74.

75,

B .

y=x - 2 4 — | 0. v= -2+
y=—x*+3x-—1 y=1-—x*
y=Vx+6 T oy =—|2x-3{+6
y ==& — 4x y=6—x

Modelado matemdtico En la tabla se muestra el Tndice de
Precios al Consumidor {IPC) para una seleccidn de varios afios.
(Fuente: Bureau of Labor Statistics.)

Afio | 1970 | 1975 [ 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000

IPC | 388 | 538 | 824 | 1076 | 130.7 | 1524 | 172.2

@) Utilizar una calculadora programable para cl célculo de
regresion con el fin de encontrar un modelo matemdtico
dela forma v = af’ + bt + ¢ para los datos. En este modelo,
y representa el IPC y 1 representa el afio, donde 1 = Q co-
mresponde a 1970,

b) Representar el modelo en la calculadora y comparar los
datos.

¢) Utilizar el modelo para predecir el IPC del afio 2010.

Modelo matemitico  Enlasiguiente tabla se muestra el mime-

ro medio de acres por granja en Estados Unidos, en una sclee-
cidn de varios afios. (Fuenre: ULS. Depariment of Agriculture.)

Afo 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

Acres 213 | 297 374 | 426 | 460 | 434

@) Ulilizar una calculadora programable para el cdlculoe de
regresioén y encontrar asi un modelo matematico de la for-
may = ar® + bt + ¢ para los datos. En estc modeln, v repre-
senta la superficie promedio, en acres, v £ el afio, donde ¢
= 0 corresponde a4 1950,

b)  Utilizar una calculadora para colocar los puntos y hacer
la representacitn del modelo.

¢) Utilizar el modelo para predecir la superficie promedio,
en acres, de una granja estadounidensc en el afio 2010.

Punto de equilibrio  Calcular las ventas necesarias para al-
canzar ¢l punto de equilibrio (R = C), si el costo®* € de produ-
cir x unidades es:
C= 5_5'\;’; + 10000 Eenaeidn di costo.
y los ingresos K por vender x unidades son:
R=3.29x. Fenaeidn de ingresos.

Alambre de cobre La resistencia y en ohms** de 1 000 pies
de alambre de cobre a 77° F admitc ¢l modelo matemitico

1G 770
y= 2
x

— .37, 5<x =100

* En Espafia se le denomina coste.
** En Espafia las siguientes unidades de medicién se denominan:
volts = voltios; amperes = amperios; chims = ohmios; henrys =
henrios; decibeles = decibelios; watts = watios.

SECCION P.1 Gréficas y modelos 9

donde v es el didmetro en milésimas de pulgada. Representar
grificamente ¢l modelo en la caleuladora. Si se duplica el did-
metro el hilo, ;en qué factor aproximado varia la resistencia?

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 77 y 78, escribir una ecoacién cuya grafica
tenga la propiedad que se indica (puede existir mas de una
respuesta vorrecta).

77.
78.
79.

80.

La grifica tiene interseccionesen x= —2, x =4,y x = f.

. L . s
La grifica tiene interseccionesen x= —3, x =2, v x = %

Cada una de las siguientes tablas muestra los puntos de so-
lucion de una de las siguientes ecuaciones:

B =de 5
iii) = k"

N y=x+k
iv) xy =k

Relacionar cada ecuacién con la tabla correcta y encontrar
&l valor de k. Explicar su razonamienlo.

)
Dyl Talo] Plel1] 4]0

y | 3 24 | 81 Y| 7 13 ] 23

DT 1 [ alo] P[x[11]4]o9

yi36 | 9| 4 y|-9 6|7

a) omprobar que si una grafica cs simétrica con respec-
o al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto
=i origen. Dar un ejemplo que muestre que le contra-
110 ng es cierto.

by Comprobar que siuna grifica es simétrica con respec-
to 4 cualquiera de los ¢jes y al origen, entonces es si-
meétrica con respecto al otro gjc.

¢ Verdadero o falso?

En los ejercicios 81 a 84, determinar cuédn-

do la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por
qué o proporcionar un ejemplo que demuestre que es falsa.

81.

82.

83.

84.

5i (i, -2)es el punto de una grifica simétrica con respecto al
gje x, eatonces (— 1, =2) también es un punto de dicha grifica.

Si(l, - 2y es el punto de una grafica simétrica con respecto al
gje y, eatonces {— 1, —2) también es un punto de dicha gréfica.
Sib*— dac >0y a # 0, entonces la grificade y = ax’ + bx + ¢
tiene dos intersecciones con .

Sib*— tac=0ya # 0, entonces la grificade y=ax’ + bx + ¢
solo tiene una interseccion con x.

En los ejercicios 85 y 86, encontrar una ecuacion de la grafica
que se compone de todos los puntos (x, y) que tienen la distancia
dada respecio al origen (repasar la férmula de la distancia en el
apéndice D).

85,

86.

La distancia respecto al origen es el doble de la distancia que
hay desde {0, 3).

La distancia respecto al origen se obtiene al multiplicar la dis-
tancia que hay desde el punto (2, 0) por K (K # 1).
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Seccion P.2

(5, ¥5)

Ay =y, — y, = cambioen y
Ay =1x, —x, = camhioenx
Figura P.12

T o=t

3 —_

2 -t

3.1)

1
-2.0)
T e
-2 -l 1 2 3

_1 .

Si nr es positiva, 1a recta sube
de izquierda a derecha
Figura P.13

Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio

¢ Pendiente de una recta que pasa por dos puntos.

« FEcuaciones de las rectas dados un punto y su pendiente.

¢ La pendiente como razdn o ritmo en aplicaciones cotidianas.
¢ Representacion grafica de modelos lineales.

* Rectas paralelas y perpendiculares.

La pendiente de una recta

La pendiente de una recta no vertical es una medida del ndmero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variacidn horizontal de izquierda
a derecha. Considerar los dos puntos (x;, y,) ¥ (x,, y;) de la recta de la figura P.12, Al
desplazarse de izquierda a derecha por la recta, se produce una variacién vertical de

Ay =y, — ¥ Camblocn v,
unidades por cada variacion horizontal de
Ax = x, — x, Cambio oy,

unidades, {A es Ia letra griega delta maytiscula y los simbolos Ay y Ax se leen “delia de y”
y “delta de x™.)

Definicion de la pendiente de una recta |
La pendiente s de una recta no vertical que pasa por los puntos (x;, ¥) ¥ (x5, ¥,) €s

Ay _ -y

Ax X, —X,

, X F X

La pendiente no estd definida por rectas verticales.

. . |

NOTA Al aplicar la férmula de la pendiente, observar que

iy _—(h—y) _h—n

N-x —(x—x) x-Xx

Por lo tante, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coordenadas
restadas” provengan del misme punto.

En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero, otra
negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendien-
te de una recta, mayor es su inclinacién. Por ejemplo, en la figura P.13, la recta con pen-
diente —35 estd mas inclinada que la de pendiente %

! ¥ ¥
4+ 45 (0, 4) 4+ (3. 4)
m,=0
1 ) 1 y==5 3+
m, estd
- 2 4
L2 (2.2) , 1 5 indefinida

1+ 1 1 (3, 1)

1

=

; !
g 1 T X

|
T T = T T
-2 -1 2 3 -1 20 4 -1 12 4
-1+ —1- (1,-1) -1
Simescero, Ja rectaes Si mr es negativa, la recta baja Si m es indefinida, la recta es
horizontal de izquierda a derecha vertical
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Para caleular 1a pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cralesguiera.
Esto puede verificarse con ayuda de los wridngulos semejantes de la figura P.14, (Recordar
gue los cocientes de los lados correspondientes de dos tridngulos semejantes son todos
iguales.)

Estudio de ecuaciones de rectas
Utilizar vna calculadora para
dibujar cada una de las siguientes
ecuaciones lineales. ; Qué punto es
comun a las siete rectas? ;Qué
nimero determina la pendiente de
la recta en cada ecunacidn?

a)y y—4=-2x+ 1)
by y—4=—-1x+ 1}
€) y— 4= —3x+1)

d) y—4=0x=+1)
€ y—4=14x+1)
Dy—-a4=1ix+1)

Cualquier par de puntos de una
recta determina su pendiente
Utilizar los resultados para Figura P.14

construir la ecnacidn de una recta
que pase por (—1, 4) con una
pendiente de m.

2 y—d4=2x+1)

Se puede escribir la ecuacidn de una recta si se conocen su pendiente y las coordena-
das de uno de sus puntos. Dada la pendiente m y un punto (x,, y,). Si (x, y) denota cualquier
otro punto de la recta, entonces

Y—n
——=m.
x—x

Esta ecuacidn, que involucra las dos variables x y v, se puede escribir de la forma vy — y, =
mx — x,), 1a cual es conocida como ecracién punto-pendiente de una recta.

Ecuacion punto-pendiente de una recta

La ecuacion de la recta con pendierte m que pasa por el punto (x;, y,) estd dada
por

| YTy = mlx — o)

EJEMPLO | Determinacion de ja ecuacion de una recta

Encontrar la ecuacién de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (xy, y;-).

Sohicion
y— v, = mlx — 1) i eperdiente,
y—( H=3x~-1D Shectiniryowi 2ox por ity por b
y+2=3x-3 SIS

La recta de pendiente 3 que pasa por el
punto (1, —2} y=73x—35 S i
Figura P.15

(Ver la hgura P.15.)

NOTA Recordar que ka pendiente puede usarse solo para describir una recta no vertical. De tal
manera, las rectas verticales no pueden exprisarsce mediante ecuaciones punto-pendiente. Por ejem-
plo, la ecuacion de la recta vertical que pas: por el punto (1, —2)esx = 1.
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g

Paoblacidn (en milloncs)

] ] 1
T T T
1990 2000 2010
Afio

Poblacion de Kentucky en el censo
Figura P.16

Razones y ritmos o velocidades de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como Una razdén o COIMO UNa propor-
cidn, 0 bien como una fasa, ritmo o velocidad de cambio. S8i los ejes x v y tienen la misma
unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razdn o proporcidn. Silos ejes
x y y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de
cambio. Al estudiar cdlculo, se encontrarin aplicaciones relativas a ambas interpretacio-
nes de la pendiente.

EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y disefio técnico
L]

a) La poblacién de Kenmcky era de 3 687 000 habitantes en 1990 v de 4 042 000 en
2000. Durante este periodo de 10 afios, el ritmo o velocidad de cambio promedio de la
poblacién fue:

cambio en poblacién

Ritmo o velocidad de cambio = - —
cambio en afios

_ 4042000 -3 687 000

2000 -1990
=35 500 personas por afio.

Si la poblacién de Kentucky continda creciendo a este ritmo durante los préximos 10
anos, en 2010 alcanzard 4 397 000 habitantes (ver la figura P.16). (Fuente: U5, Census
Bureaw.)

b) En un torneo de saltos de esqui acudtico, la rampa se eleva hasta una altura de 6 pies
sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la figura P.17. La pendiente de
la rampa de esqui es el cociente entre su altura {ascenso) y la longitud de su base
(avance).

. ascenso
Pendiente de la rampa = ———— Ascenso ey el cambio vertical,

avancc avance ¢s ol cambio horizonmal.
_ b pies
21 pies

Dimensiones de una rampa de esqui acuatico
Figura P17 ——

El ritmo o velocidad de cambio calculado en el ejemplo 2a es un ritme o velocidad
de cambio medio. Un ritmo o velocidad de cambio medio siempre se calcula con respecto
a un intervalo que en este caso es [1990, 2000]. En el capitulo 2 se estudiard otro tipo de
ritmo o velocidad de cambio, denominado ritrme o velocidad de cambio instantdnea.




a) m =2 larecta sube
Figura P.18

SECCION P.2 Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 13

Representaciéon grafica de mi-delos lineales

Muchos de los problemas de geometriii analitica pueden clasificarse en dos categorfas
basicas: 1) Dada una gréfica, ;cudl es sn ecuacién?, y 2) Dada una ecuacidn, ;cudl es su
grifica? La ecuacion punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos
problemas de la primera categoria. No obstante, esta forma no resulta ttil para resolver
problemas de la segunda categoria. La forma que mejor se adapta al trazado de la grifica
de una recta es la forma pendiente-interseccidn de la ecuacién de una recta,

Ecuacion pendiente-interseccién de una recta
La gréfica de la ecuacion lineal
y=mx+ b

es una recta que tiene pendiente m y una interseccidn con el eje y en (0, b).

EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano

Dibujar la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones.

a) y=2x+ 1 by v=2 €} 3y+x—6=0

Solucion

a) Puesto que b = 1, la interseccidn en y es (0, 1). Como la pendiente es i = 2, se sabe
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha,
como se muestra en la figura P.18a.

b) Dado que b = 2, la interseccién en v ¢s (0, 2). Como la pendiente es m = 0, se sabe
que es horizontal, como se 1tustra en la figura P.184.

¢) Comenzar por escribir la ecuacidn en forma pendiente-interseccidn,

3)) +x—-—6=0 Fenacion ar.ginal,
3_)) = —x+ 6 Despejarel érmine on v,
y= —gx +2 Jorn pend-ente-interseccion,
De esta forma, puede verse que la interscecion en y es (0, 2) v la pendiente m = 4. Esto

guiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se mueve hacia
la derecha, como se muesira en la figura P.18¢.

¥ ¥

0.2)

e

134
LY

By m = 0:]arecta es horizontal ¢} m= = —4%;lareciabaja
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Dado que la pendiente de una recta vertical no estd definida, su ecuacién no puede
escribirse con la forma pendiente-interseccidn. Sin embargo, la ecuacién de cualquier rec-
ta puede escribirse en la forma general:

Ax+ By +C=0 Liora genaral de [y couaciaon de nou rocta.

donde A y B no son ambos cero. Por gjemplo, la recta vertical dada por x = a puede
representarse por la ecuacion general x — a = 0.

Resumen de ecuaciones de las rectas

1. Forma general: Ax+By+C=0, (A,B#0)
2. Recta vertical: x=a

3. Recta horizontal: y=1b

4, Forma punto-pendiente: y =y = mx—x)

5. Forma pendiente-interseccion: y=mx+h

[.a pendiente de una recta es (itil para determinar si dos rectas son paralelas o perpendicu-
lares, como se muestra en la figura P.19. En especifico, dos rectas no verticales con la
misma pendiente son paralelas, v dos rectas no verticales cuyas pendientes son una opues-
ta o el negative inverso de la otra son perpendiculares.

as ¥ perpendiculares

Rectas paralelas Rectas perpendiculares
Figura P.19

AYUDA BE ESTUDIO  En matemati-
cas, ka expresion “si y sdlo si” es una

manera de establecer dos implicacio-
nes en una misma afirmacién. Por

ejemplo, la primera afirmacion de la
derecha equivale a las dos implicacio- 1
nes siguientes:

Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sélo si sus pendientes son
iguales, es decir, si y s6lo sim, = m,.

a} Sidos rectas no verticales distintas 2. Dosrectas no verticales son perpendiculares si y sélo si sus pendientes son una
son paralelas, entonges sus opuesia o el negativo de la inversa de la otra, es decir, si ¥ s6lo s1
pendientes son iguales.

by 81 dos rectas no verticales distintas 1

ticnen pendientes iguales, entonces
son paralelas.

m =——
i




2x-3y=7

Rectas paralela y perpendicular a
r—3y=5
Figura P.20

SECCION P.2 Mode os lineales y ritmos o velocidades de cambio 15

EJEMPLO 4 Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Hallar Ia forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, —1) y son
a) paralelaalarecta2y — 3y =3 b) perpendicular a larecta 2x — 3y = 5,

(Ver la figura P.20.)

Solucién Al escribir la ecuacidn lineal 2x — 3y = 5 en forma punto-pendiente, y = x —
%, se ve que la recta dada tiene pendiente m = 2.

@) La rects que pasa por {2, —1) y es paralela a la recta dada tiene también pendiente

de .
Yoy = mix - ox) o puat =poiidianie,
y—(—h=%5x—-2 Sustil,
y+1)=2x—2) Sinplilicw
2x - 3) —7=1 Do gen cal,

Observar la similitud con la ecuacion original.

b} Calculando el opuesto o el negativo del inverso de la pendiente de la recta dada, se
determina que la pendiente de toda recta perpendicular a la inicial es —%. Por tanto, la
recta gue pasa por el punto (2, — 1} 3 es perpendicular a la recta dada tiene la siguiente

ecuacion.
y—y =mlx— x) L eriza puni-pendienie,
y—(—D)y= *% (x —2) Sustianir,
2(}1 + 1y = ~3(x — 2) Simphiieu
3x+2y —4=40 Forin pene ——

£ CONFUSIONTECHCGLOGICA La pendiente de una recta aparece distorsionada si
§ se utilizan diferentes escalas en los ejes x y v. Por ejemplo, las dos pantallas de caleuladora
¢ prafica de las figuras P.21a y P.215 muestran las rectas dadas pory = Zxy y = —ix+ 3.
Fuesto que las pendientes de estas rectas sen una el negativo del inverso de la otra, las
rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P.214 no lo parecen, debido a que
Ia escala del eje x no es 1a misma que la escala del eje y. En la figura P.215 aparecen
perpendiculares debido a que la escalu utilizada del eje x es igual a 1a empleada para el
eje y. Este tipo de ventanas se denominan “ventanas cuadradas™,

B R S R L P SR TN R B AR TINE TR PRI DR A

10 6
—10 i} e L e e e 9
: —10 -6
a) Laescala del eje x no es la misma &) Lacescala del eje x es la misma
que la del gje y que la del eje »

Figura P.21




16 CAPITULOP  Preparacidn para el cilculo

| Ejercicios de la seccién P.2

En los ejercicios 1 a 6, calcular la pendiente de la recta a partir
de su grifiea.

[l & LSS B o |
[N TERE NV . )

1234506

En los ejercicios 7 y 8, trazar las rectas que pasan por el punto
dado con la pendiente indicada. Dibujar en un mismo sistema de
coordenadas.

Punto Pendientes
7. (2,3) a) 1 b -2 ¢) —3% ) indefinida
8 (—4,1} a) 3 b -3 c) % d 0

En los ejercicios 9 a 14, dibnjar el par de puntos y calcular la
pendiente de la recta que pasa por ellos.

9. (3, —4),(52) 10. {1,2).(—2,4)
1. (2, 1),(2,5) 12, (3, -2),(4, -2
B (33030 4. GG

En los ejercicios 15 a 18, utilizar el punto de la recta y su pen-
diente para determinar otros tres puntos por los que pase la rec-
ta (hay mas de una respuesta correcta).

Punto Pendiente Punto Pendiente
15, 2,1) m=0 16. (—3,4) m indefinida
7. (1,7} m=-3 18. (-2,-2) m=2

19. Disefio de una cinta  Se estd construyendo vna cinta (rans-
portadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros de
avance horizontal.

a) Calcular la pendiente de la cinta.

b)Y Suponer que la cinta corve entre dos pisos de una fibrica.
Calcular ka longitud de la cinta si la distancia vertical cn-
tre ambos pisos es de 10 pies.

20. Ritino de cambio  Cada uno de los siguientes datos es la pen-
diente de una recta que representa los ingresos diarios y en
términos del tiempo x en dias. Utilizar la pendiente para inter-
pretar la variacién en los ingresos correspondiente a un incre-
mento de un dia.

a) m =400 b om= 100 ¢y m=10

21. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra las pobla-
ciones y {en millones) de Estados Unidos durantc 1996-2001.
La variable ¢ representa el tiempo en afios, £ = 6 corresponde a
1996. (Fuente: U7.8. Burean of the Census.)

t 6 7 8 9 10 11

¥ | 2697 | 2729 | 2761 | 2793 | 2823 | 2850

a) Dibujar los datos a mano y unir los puntos adyacentes
con un segmento de linea.

b) Ulilizar la pendiente de cada segmento de linea con obje-
ta de determinar en qué afio se incrementd la poblacién
con menor rapidesz.

22. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el ritmo o
velocidad » (en millas por hora) al que se estd moviendo un
vehiculo transcurridos f segundes,

f 511015 (20]25]30

F| 57T |74 85|84 61|43

ay Dibujar la grifica a mano y upnir 1os puntos adyacentes
con un segmento de linea.

By Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con obje-
to de determinar en qué intervalo cambid mds rdpidamente
el ritmo o velocidad del vehiculo. ;Cémo cambié el rit-
mo o velocidad?

En los ejercicios 23 a 26, calcular la pendiente y la interseccidn
en y (si es posible) de la recta.

23, x+ 5y =20 24, 6x— Sy =15
25. x=4 26, v=-1

En los ejercicios 27 a 32, encontrar la ecuacion de la recta que
pasa por ¢} punto y tiene Ia pendiente indicada. Trazar la recta.

Punio Pendiente Purite Pendiente
27, (0,3) m=3 28. (—1,2} m indefinida
29, (0,0) m=73 30. (0,4 m=0
3. (3,-2) m=3 32, (~2,4) m=—3

Gadan
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En los ¢jercicios 33 a 42, encontrar la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos y trazar la recta,

33 (0,0), (2,6 M. 0,0,(-1,3)

35, 2, 1), (0,—3) 36. (—3,—4),(1,4)

37. (2,8), (5,0 38. (—3,6),0,2

3. (51), (5 8 40. (1,-2),(3, -2

4. (3.3).(0.3) a2 (596 -3

43. Determinar la ecuacion de la recta vertical con interseccidn en
xen3.

44. Demostrar que la recta con intersecciones con los ejes en {«,
) y (G, &) tiene la siguiente ecuacion.

Ti2or, az0b20
a b

En los gjercicios 45 a 48, utilizar ¢l resultado del ejercicie 44
para escribir la ecuacion de la recta.

45, inferseccién en x: (2, 46. interseccion en x: (—%, O)
interseccidn en y: (0, 3} interseccidn en y: (0, —2)
47. Punto de la recta: {1, 2) 48. Punto de larecta: {(—3, 4)
interseccion en x: (a, (1} interseccion en x: (a, 0)
interseccidn en y: (0, @)

(a+O

mmterseccidn en y: (0, a)
(a0

En los ejercicios 49 a 56, trazar la grifica de la ecuacidn.

49, y= -3 0. x=4

51, y= -2+ 1 52, y=1x-1

53 y-2=3x-1 54, y — 1 =3(x+4)
55, Zx—y—-3=0 56. x+2vy +6 =0

- Configuracién cuadrada  En los ejercicios 57 v 58, utilizar una

calculadora para dibujar ambas rectas en cada ventana de vi-
sor. Comparar las grificas. ;Las rectas aparecen perpendicula-
res? ;Lo son? Explicar la respuesta.

57. y=x+6,y=—-x+2

@) T b)
Xmin = —10 Xmin = —15
Xmax = 10 Xmax =[5
Xscl =1 Xsel = 1
Ymin= —10 Ymin = —10
Ymax = 10 Ymix = 10
Ysel=1 Ysel = |

58. y=2c -3, y=—3x+]

) b)
Xmin = —5 Kmin= —6
Xmiax = § Xmix =6
Xsel=1 Xscl=1
Ymin= —5 , Ymin= —4
Ymax = 5 . Ymiéx = 4
Yscl =1 i Yscl=1

Modclos lincales y ritmos o velocidades de cambio 17

En los ejercicios 59 a 64, escribir la ecuacion de la recta que pase
por el punto ¥ que sea: &) paralela a la recta dada, y b) perpen-
dicular a la recta dada.

Punto Linea Punto Linca
59. (2,1) 4y — 2y =3 60. (—3,2} x+y=7
61. (2.4 Sx—3y=0 62 (=64 x+dy=7
63. (2,5) x=4 64. (-0 y=-3

Ritmo o velocidad de cambio  En los ejercicios 65 a 68, se da el
valor de un producto, en délares, durante 2004 y ¢l ritmo o velo-
cidad al guu se espera que varie su valor durante los proximos 5
afios, Utilizar esta informacidn para escribir una ecuacion lineal
que proporcione el valor en délares V del producto en términos
del aiio £. (Sea ¢ = 0 representativo del aio 2000.)

Valor vn 2004 Ritmo o velocidad

65. 52 540 $125 aumento annal
66. 35156 $4.50 aumento anval
67, $20 400 $2 000 reduceitn anual
68,  $245 000 $5 600 reduccion anual

ﬁ En los ejercicios 69 y 70, utilizar la calculadora con graficador

para representar las parabolas y encontrar sus puntos de inter-
seccién. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los pun-
tos de interseccion y dibujar su grifica en la misma ventana de
representacion.

69. y=x" 70, y= x*—4dx+3
y74l*x— _v:*x +2x+ 3
Enlos ejercicios 71 y 72, determinar si los puntos son colineales.

(Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen a una mis-
ma recta.)

T (—2.15,(—1,0).(2, —2} 72 (0,4), (7. —6), (=5, 11)

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 73 a 75, encontrar las coordenadas del pun-
to de interseccién de los segmentos dados, Explicar el razo-
namiento.

,c) 4. {b.¢)
(—ar, (1 a [0)] (751, D) (a. 0)
Bisestrices perpendiculares Medianas
75. (b, )
{(—a, (n (a,
Alturas

76. Demustrar que fos puntos de interseccion en los ejercicios
73, 74 y 75 son colineales,

77. Conversion de temperaturas  Encontrar 1a ecuacion lineal que
expres: la relacidn que existe entre la temperatura en grados
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8.

. 79.

80.

81.

.b)

. 82.

CAPITULO P Preparacién para el cdleulo

Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilizar
el hecho de que el agua se congela a 0° C (32° F) y hierve 4
100° C (212° F) para convertir 72° F a grados Celsius,
Reembolso de gastos  Una compafiia reembolsa a sus repre-
sentantes de ventas $150 diarios por alojamiento y comidas
més 34¢ por milla recorrida. Escribir una ecuacion lineal que
exprese el costo diario C para la compaiifa en términos de x, el
numero de millas recorridas. ; Cudnto le costard a la cmpresa
que uno de sus represcntantes de ventas recorra 137 millas?
Eleceidn profesional  Un empleado tiene dos opeiones a pucs-
tos en una gran corporacion. En un puesto le pagan $12.50 por
hora mds un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro,
$9.20 por hora mds un bona de $1.30.

a) Representar graficamente las ecuaciones lineales corres-
pondientes a los salarios por hora Wen términos de x, ¢l
ndamere de unidades producidas por hora, para cada una
de las opciones.

b) Representar con una caleuladora gréifica las ecuaciones
lineales y encontrar el punto de interseccion.

¢) Interpretar el significado del punto de interseccion de las
ardficas del apartado b). ; Como usarfa ¢sta informacion
para seleccionar la opecidn correcta si su objetivo fuera
obtencr el mayor sueldo por hora?

Depreciacion lineal  Un pequeiio negocio adquiere un equi-

po de $375. Transcurridos 5 afios el equipo serd obsoleto, ca-

rente de valor.

«} Escribir una ecuacién lineal que proporcione el valor y
del equipo en términos del tiempo x, ( = x = 5.

b} Encontrar el valor del equipo cuando x = 2.

¢} Calcular el momenta en que el valor del equipo es $200
(con una precisidn de dos cifras decimales).

Alguiler de apartamentos Una agencia inmobiliaria maneja
un complejo de 30 apartamentos. Cuando el alquiler es de $380
mensuales, los 30 apartamentos estin ocupados. Sin embargo,
cuando el alquiler es de $6235, el nimero promedio de aparta-
mentos ocupados desciende a 47. Suponga que la relacion en-
tre el alquiler mensunal pr v la demanda x es lineal. (Nota: Aqui
se usa el rmino demanda para referirse al nimero de aparta-
mentos ocupados.)

&) Escribir una ecuacidén lineal que proporcione la demanda

x en términos del alquiler p.

Extrapolacion lineal Utilizar una calenladora para repre-

sentar la ecuacién de la demanda y emplear la funcidn

{race para pronosticar el niimero de apartamentos ocupa-

dos si el alquiler aumenta a $655.

¢) [Interpolacion lineql Pronosticar el ndamero de apartamen-
tos ocupados si el alquiler baja a $595. Verificar el resul-
tado grificamente.

Modelo matemdtico Un profesor pone cuestionarios de 20

puntos y exdamenes de 100 puntos a lo largo de un curso de ma-

temadticas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes, da-
das como pares ordenados (x, v}, donde x es la calificacidn media
en los cuestionarios y y la calificacidn media en los exdmenes,

son (18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79}, (13, 76) y (15, 82).

a) Empleando una calculadora con programa para el célculo
de regresiones, encontrar la recta de regresion, por mini-
mos cuadrados, para los datos.

by Utilizar una calculadora grifica para trazar los puntos y
graficar la recta de regresidn en una misma ventana.

83.

84.

¢) Utilizar la recta de regresion para pronosticar la califica-
cion promedio en tos exdmenes de un estudiante cuya ca-
lificacidn promedio en los cuestionarios es 17,

)  Interpretar el significado de la pendiente de la recta de
regresidn.

€) Si el profesor afade 4 puntos a la calificacion promedio
en los exdmenes de cada alumno, describir el cambio de
posicién de los puntos trazados ¥y la modificacion de la
ecuacidn de la recta.

Recta tangente  Encontrar la ecuacion de la recta tangente al

circulo x° 4+ y* = 169 en el punto (35, 12).

Recta tangente  Encontrar la ecuacidn de la recta tangente al

circulo (x — 1)* +(y — 1)* = 25 en el punto (4, —3).

Distancia  Enlos ejercicios 85 a 90, calcular la distancia que existe
entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la férmula
para la distancia entre ¢l punto (x,,y ) vlarectaAx + By + C = 0.

. . __|Ax1+By,+C|
Distancia = —-——m
85. Punto: (0, 0) 86. Punto: (2, 3)
Recta: 4x + 3y = 10 Recta: 4x + 3y = 10
87. Punto: {—2.1) 88. Punto: (6, 2}
Recta:x —y—2 =0 Recta: x = —1
89. Rectazx+ty=1 90. Recta:3x — 4y =1

9.

. 92,

94,

95.

96.

¢ Verdadero o falso?

Recta:x + y=35 Recta: 3x — 4y = 10
Demostrar que la distancia que existe entre el punto (x;, y,) ¥

larectaAx+ By + C =0es

|Ax, + By, + C|

Escribir la distancia d entre el punto (3, 1} vlarectay = mx+ 4
en términos de m. Emplear una calculadora gréfica para repre-
sentar la ecuacion. ;Cudndo es 0 la distancia? Explicar el resul-
tado de manera geométrica.

Distancia =

Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpendi-
cularmente. {Un rombo es un cuadrildtero con lados de igual
longitud.)

Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos me-
dios de los lados consecutivos de cualguier cuadrildtero es un
paralelogramo.

Demostrar que si los puntos (x;, ¥,) y (x5, y,} pertenecen a la
misma recta que (x*, y¥) v (x%, ¥%), entonces:

»B ¥ _ YT

x5 —x XX

Suponer que x; # x, y x7 # x%

Demastrar que i las pendientes de dos rectas son una opuesta

o el negativo del inverso de la otra, entonces las rectas son
perpendiculares.

En los ejercicios 97 y 98, determinar si la

afirmacién es verdadera o falsa. 8i no lo es, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que muesire su falsedad.

97.

98.

Las rectas de ecuaciones ax + by = ¢, ¥y bx — ay = ¢; son
perpendiculares. Suponer que g # Gy b # 0.

Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendicula-
res entre si.
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Una funcién real de una variable real
Figura P.22

NOTACION DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el primero
que utilizd 1a palabra funcidn, en 1694,
para denotar cuabquier cantidad relacio-
nada con upa corva, como fas coordenadas
de uno de sus puntos o s pendiente.
Cuarenta aitos més tarde, Leonhard Euler
empled la palabra*funcion™para describir
cualquier expresion construida con una
variable y varias constantes. Fue &t quien
introdujo la notacion y = f{x).

SECCION P.3 Funciones y sus graficas 19

Funciones y sus graficas

+  Uso de la notacién de funcién para representar y evaluar funciones.
¢  Dominio y recorrido o rango de una funcion.

*  Gréfica de una funcién.

+  Tipos de transformaciones de las funciones.

¢  (lasificaciones y combinaciones de funciones.

Funciones y notacion de funciones

Una relacién entre dos conjuntos X y ¥ ¢s un conjunto de pares ordenados, cada uno de la
forma (x, ¥), donde x s un elemento de X v y un elemento de ¥. Una funcidén de X'a Y es una
relacién entre X y ¥ con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo valor
de x, entonces también tienen el mismo valor de v. La variable x se denomina variable
independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real jueden describirse mediante funciones. Por ejem-
plo, el drea A de un circulo es una funcién de su radio r.

A=xr A osuna funcidn de .

En este caso, r es 1a variable independicnte v A, la variable dependiente.

i Definicion de funcién real de una variable real

Sean X y ¥ conjuntos de nimeres resles. Una funcién real f de una variable real x
de X a ¥ es una correspondencia que asigna a cada ndmero x de X exactamente un
nimero yde Y.

El dominio de fes el conjunto X. El ndmero y es la imagen de x por f y se denota
mediante f{x), a lo cual se le lama e! valor de f en x. El recorrido o rangoe de f se
define como el subconjunto de ¥ formado por todas las imégenes de los mimeros de
X (ver la figura P22).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se con-
centra en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables dependientes e indepen-
dientes. Por ejemplo, la ecuacidn

P+ 2y=1 Ceuacion on forma implicita.

define y, la variable dependiente, como funcién de x, la variable independienle. Para eva-
luar esta funcidn {(esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de x
dado) resulta conveniente despejar y.

1
¥y= E(l = xz) Ecuacion on forma explicin.
Utilizando f como nombre de la funcidn, esta ecuacion puede escribirse como:

flx} = %(] — x3). Notaridn ¢e funciones.

La ecuacién original x* + 2y = 1 define implicitamente a y como funcién de x. Cuando se
despeja v, se obtiene la ecuacién en forma explicita.

La notacidn de funciones tiene la ventaja de que permite identificar la variable depen-
diente como f{x), informando al mismo tiempo que la variable independiente es x y que la
funcién se denota por “f . El simbolo f.¢) se lee “fde x”. La notacién de funciones permite
ahorrar palabras. En lugar de preguntar ; cudl es ¢l valor de y que corresponde ax=37"se
puede preguntar **; cuanto vale A3)?”
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AYUDA DE ESTUDO  En el cdlculo,

es importante comunicar con claridad

el dominio de una funcidén o expresién.

Por ejemplo, en el ejemplo 1c, las
expresiones

fla+Ax) —fx)
Ax
Ax#0

son equivalentes, ya que Ax # 0 se
excluye del dominio de 1a funcidn o
expresion. St no se estableciera esa
restriceidn del dominio, las dos
expresiones no serfan equivalentes.

2x + Ax,

Preparacidn para el cilculo

En una ecnacion que define a una funcién, el papel de la variable x es simplemente ¢l
de un hueco a llenar. Por ¢jemplo, la funcidn dada por

fixy=2x"—4x + 1
puede describirse como

A )= Pl )+

donde se usan paréntesis en lugar de x. Para evaluar {-2), basta con colocar -2 dentro de
cada paréntesis.

2= 2=2 = 4-2) + 1
2+ 8+ 1
17 Simplificar

Sustituir v por —2.

Simplificar.

NOTA  Aunque es frecuente usar fcomo un simbolo adecuado para denotar una funcidn y x para la
variable independiente, se pueden utilizar otros simbolos. Por ejemplo, todas las ecuaciones si-
guientes definen la misma funcién.

f(x) =xT—4x+ 7 El nombre de la funcidn es £ el de la varisble independienle es x.
=7rf—-4+7

gs)=s"—ds+7

Ll nombre de la funcidn es f, el de la variable independients s 1.

El nombre de la funcién es g, el de la variable independionic os 5.

EJEMPLO | Evaluacion de una funcion
IO

Para la funcién f definida por f{x) = x* + 7, calcular:

¢ F+an—fx)
Ax

a) fi3a) b) fib-1) , Ax#E0

Solucidn

a) f(3a)=Ga) +7
=9a* +7
by fb-1)=H-17+7
=p-2b+1+7
=b —2b+8
o) fotAx) —flo) [+ AP +7] - (P +7)
Ax Ax
T+ 2Ax (AP + T —x2 -7
- Ax

Sustituir x por 3a.
Simpliftear.

Sustituir v pord - 1.
Desarrollar el binomio.

Simpliticar.

_ 2xAx + {Ax)?
B Ax
A%(2x + Ax)
T A%
= 2x + Ax, Ax #0

NOTA La expresion del ¢jemplo lc se llama cociente incremental o de diferencias y tiene un
significado especial en el cdlculo. Se verd més acerca de esto en el capitulo 2.
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x # — + aw yel recorrido o rango es

1-x, x<1

“rx—1l,x=1

Recorrido: y 20

| b T } X

1 2 3 4

Dominio: todos los x reales

El dominio de fes (—eo, o0) y el recorrido
es [0, o)
Figura P.24
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Dominio y recorrido o rangc de una funcion

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera impli-
cita mediante la ecuacion empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el
conjunto de todos los niimeros reales pura los que estd definida la ecuacién, mientras que
un dominio definido explicitamente es 21 que se da junto con la funcién. Por ejemplo, la
funcién dada por

4<x<5

fx)=

xt-

tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x: 4 = x = 5}. Por otra parte, la
funcién dada por

glo=——

tiene un dominio implicito: es el conjunto {x: x # +2}.

EJEMPLO 2 Cilculo del dominio y del recorrido de una funcién
L "]

¢) El dominio de la funcién
f(x) =-/x-1

es el conjunto de los valores de x talzs que x — 1 = 0; es decir, el intervalo [ 1, =). Para

encontrar el recorrido o rango, se observa que f{x) =+/x—1 nunca es negativo. Por

ende, el recorrido o rango es el intervalo [0, <), como se sefiala en la figura P23,
b) Como se muestra en la figura P.23£. el dominio de la funcién tangente

flx)y=tanx

es el conjunto de los valores de x tales que

T
x# E + A7, con r entero, Dominio do la funeidn tengenfe.

El recorrido o rango de esta funcién es el conjunte de todos los ndmeros reales, Para
repasar las caracteristicas de esta y otras funciones trigonomeéiricas, ver el apéndice D.

EJEMPLO 3 Una funciéon definida por mas de una ecuacion
R

Determinar el dominio y el recorrido o rango de la funcién

l—x, six<l
f(x)={

-\/x—[: six=>1

Solucién  Puesto que festd definida parax << 1 yx = |, su dominio es todo el conjunto de
los nimeros reales. En la parte del dominio doade x = 1, 1a funcién se comporta como en
el ejemplo 2a. Para x <0 |, todos los valores de 1 — x son positivos. Por consiguiente, el
recorridoe de la funcidn es el intervalo [0, «). (Ver la figura P.24 )

Se dice que una funcidn de X a ¥ es inyectiva si a cada valor de y perteneciente al
recorrido o rango le corresponde exactamente un valor x del dominio. Por ejemplo, la
funcion del ejemplo 24 es inyectiva, mientras que las de los gjemplos 25 v 3 no lo son. Se
dice que una funcidn de X a ¥ es suprayectiva si su recorrido es todo ¥,
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v y=f0 Grafica de una funcién
(x. fxh
‘ La grifica de una funcién y = f{x) estd formada por todos los puntos (x, f{x)), donde x
N ‘ fix pertenece al dominio de f. En la figura P.25, puede ohservarse que
L x x = distancia dirigida desde el eje y

fx) = distancia dirigida desde el eje .

Gréafica de una funcion . . ..
Figura P.25 Una recta vertical puede corlar la grifica de una funcién de x a lo sumo unq vez. Esta

observacién proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta verti-
cal, para funciones de x. Es decir, una gréfica en el plano de coordenadas es la (grafica} de
una foncién [ si y sdlo si ninguna recta vertical hace interseccion con ella en mis de un
punto. Por ejemplo, en la figura P.26a puede verse que la grifica no define a y como
funcidn de x, ya que hay una recta vertical que corta a la grafica dos veces, mientras que en
las figuras P.26b y ¢ las gréficas si definen a y como funcién de x.

a) Noesuna funcion de x. b) Una funcidn de x. ¢} Una funcion de x.
Figura P.26

En la figura P.27 se muestran las grificas de ocho funciones bdsicas, las cuales hay
gue conocer bien.

¥ ¥ Y
Fflxy=x? ¥
4+ 21 FEE
34 14 3+
x)= X
fy == fin =%
2 ——t s 2
i, - 1 2
1+ — -+ I+
A
+ } } t x -4 } ] t } I
B 1 2 1 2 3 4
Funcion identidad Funcidn cuadratica Funcion cabica Funcion raiz cuadrada
¥ ¥ ¥ ¥
T T ey flx)=senx 2T fin=cosx
Jx) =| x|
7 T /\ T /
2T bt >« x x
—i | 2 / - ;'r\/zn 2r
1 14 4
t t } } x ; a1 a4
-2 -l L2 r 2 :
Funeibn valor absoluto Funcion racional Funcion seno Funcion coseno

Graficas de ocho funciones basicas
Figura P.27



Escritura de ecuaciones de funcio-
res Cada una de las pantallas de

calculadora grafica mostradas abajo
exhibe la grifica de una de las ocho

funciones bdsicas de la pagina
anterior. Cada pantalla muestra
también una transformacidn de la

grafica. Describir esta transforma-

cidn y usar su descripcion para
escribir la ecuacidn de la transfor-

macién.
9
a}
-9
_a
4
b)

¢) \
0 7
A
[/
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Algunas familias de grificas tienen eser cialmente la misma forma, Por ejemplo, vamos a
comparar la grifica de y = x” con las graficas de las otras cuatro funciones cuadriticas de 1a

figura P.28.

¢} Reflexion

Figura P.28

y=x+2y7

T T T
-3 -2 =1

‘L! 4“' /}
R
y=l-+3P® /
I N 2
Y y=x
L
t i t f—F—~x
-5 -3 -1 ] 1 2
iy

d) Traslacién a [a izquierda, reflexién y

traskacion hacia arriba

Cada una de las grificas de la figory P.28 es una transformaeion de la grificade y =
x”. Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas graficas son las traslaciones
verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notacion de funciones es ade-
cuada para describir transformaciones de graficas en el plano. Por ejemplo si se considera
que f{x) = x” es la funcién original en la figura P.28, las transformaciones mostradas pue-
den representarse por medio de las siguientes ecnaciones.

y=fx)+2
v=Ffx+2)
y=—flx)

~fx+ 3+

Trastacidn v
Traslacion h
Reflexidn re

Traslacién d
fraslacion du

stical de 2 umidades hacia arriba.

sizontal de 2 unidades a [a izquierda.

weclo al ee x.

3unidades a la zquierda, reflexion respecto sl eie x y

I unidad hacia g riba.

Grafica original:
Traslacién horizontal de ¢ unidades a la derecha:
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda:
Traslacién vertical de ¢ unidades hacia abajo:
Traslacién vertical de ¢ unidades hacia arriba:
Reflexidn (respecto al eje x):
Reflexidn (respecto al eje y):
Reflexidn (respecto al origen):

Tipos basicos de transformaciones (¢ > 0)

y =fix)
v=fx—c)
y=fx+c)
v=fix)—¢
y=flx)+e
¥y = —fix)

¥y =f—x)
y=—f—x)
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Betimann/Latin $tock México

LEONHARD EULER (1707-1783)
Ademas de sus contribuciones esenciales a
casi todas las ramas de las mateméaticas,
Euler fue une de tos primeros en aplicar ¢l
c¢ilewlo a problemas reales de ta fisica. Sus

. numeresas publicaciones incluyen temas
tomeo construccién de barcos, acistica,
optica, astronomia, mecinica y
magaetismo.

PARA MAYOR INFORMACION
Puede encontrarse mas informacion
sobre 1a historia del concepto de
funcién en el articulo “Evolution of
the Function Concept: A Brief
Survey”, de Israel Kleiner, en The
College Mathematics Journal.

1

i
L

'

1 ! ]
L]

1

[

§ 1
' L
] v e
Crece Y »r .« Crece
i
ala X ' ala
izquierda derecha

Preparacion para el cdlculo

Clasificaciones y combinaciones de funciones

La nocién moderna de funcién es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los
siglos Xv1I'y xviil. Mencién especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la notacicon
v = fix). Hacia finales del siglo XVIII, los matemadticos y cientificos habfan llegado a la
conclusion de que un gran ndmero de fenémenos de la vida real podian representarse
mediante modelos matemdaticos, construidos a partir de una coleccién de funciones deno-
minadas funciones elementales. Estas funciones se dividen en tres categorias.

1. Funciones algebraicas (polindmicas, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangenie, etc.).
3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

En el apéndice D se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las
funciones no algebraicas, como las funciones trigonomeétricas inversas y las funciones
exponenciales ¥ logaritmicas, se presentan en el capitulo 3.

El tipo mds comiin de funcién algebraica es una funcién polinémica

fx}=ax"+a,_x* '+ +ax*taxta, a,¥0

donde el entero positivo » es el grado de la funcién polindmica. Las constantes a; se
denominan coeficientes, siendo a, el coeficiente dominante y g, ¢l término constante.
Aunque se suele utilizar subindices para los coeficientes de las funciones polindmicas en
general, para las de grados mis bajos se utilizan con frecuencia las sigonientes formas mds
sencillas,

Grado cero: fix)=ua Funcion constante,
Grado uno: fix)=ax+d Fuoncién lineal.
Grado dos:  flx) = ax* +bx+c¢ Funcion cuadratica,

Grado tres.  flx) = ac+bx* + cx+d Funcidén cibics,

Aungue la grifica de una funcién polindmica no constante puede presentar varias
inflexiones en algiin momento ascenderd o descenderd sin limite al moverse x hacia la
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la grafica de

f)=ax"+a,_x"" T+ - Fax? +oaxtoa,

a partir del grado de la funcién (par o impar) y del coeficiente dominante a,, como se
indica en la figura P.29. Observar que las regiones punteadas muestran que la prueba o el
criterio del coeficiente dominante sélo determina el comportamiento a la derechay ala
izquierda de la grafica.

Gréficas de funciones polindmicas de grado par

a,< 0 a, > 0 a4, = 0
¥ ¥ ¥
Crecea
Crece Ia izquierd
. ala K | la izquierda
’ LY i A
SN derecha r \
i b 1 L]
* -
h \ LanES ,’ el
L
1 Decrece | Decrece b \\ S Y
f ala “ala 1Decrece — Decrecea
izquierda {derecha {|alaizquierda . laderecha y
X ; - \ X

Graficas de funciones polindmicas de grado impar

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomicas

Figura P.29




Slglad)

Dominio de f

El dominio de la funcion compuesta fo g
Figura P.30
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Del mismo modo que un nidmero rwcional puede escribirse como el cociente de dos
enteros, una funeion racional puede expresarse como el cociente de dos polinomios. De
manera especifica, una funcién fes racional si tiene la forma

firy= % g(x)%0

donde pix) y g(x) son polinomios.

Las funciones polindmicas y las racionales son ejemplos de funciones algebraicas.
Se llama funcidn algebraica de x a aquella que puede expresarse mediante un nimero
finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x”. Por ejemplo,
flx)=~/x+1 es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes.
Por gjemplo, las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones. Por
ejemplo, dadas fix} = 2x — 3y g{x) = x° + 1. se pueden construir las siguientes funciones.

(f+ 3)(—0 :f(x) + g(x) = (2): - ;) + (x'z + 1) IR

(f"‘ g)(x) :f(«’f) - g(x) = (2); — %) — (Xz -+ l) Dyiiere i

(fg)(x) =.f(x)g(x) = (2}" - 3)(}62 + l) Frodueo.
_flx) 263 _—

(f/e)n) = P R Covione.

Aiin hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composicién. La funcién
resultante recibe el nombre de funcién ¢compuesta.

Definicién de funcion compuesta

Sean fy ¢ dos funciones. La funcién dada por (fo g)x) = flg(x)) se llama funcién
compuesta de fcon g. El dominio de fe g es el conjunto de todas las x del dominio
de g tales que g(x) esté en el dominio de f(ver la figura P.30).

La funcidn compuesta de fcon g puede no ser igual a la funcién compuesta de g con f.

EJEMPLO 4 Composicion de funciones

Dadas fix) = 2x — 3 y g(x) = cos x, encontrar cada una de las funciones compuestas:

a) fog b) gof

Solucion

d) (f“ g)(,a:) = j(g(x)) Preomicion de e g
= f(CDS _‘i') Busivuir gle) o owos
= 2(cos x} — 3 Do tiviae do A,
=2cosx—3 aiophiicu

b (g c,f)(x_) = g(f(x)) Deomicionde g e f
= g(2x — 3) Sustinin S Zvoe 3,
= cos(2x - 3) Selmieian deopla

Observar que (f - g)(x) # (g = f)(x). —
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Utilice una calculadora para
representar graficamente cada
funcidn. Determinar si la funcién es
par, impar, o ringuna de las dos.

£l = o2 — b

glxy=2x3 + 1

hx) = x5 —2x% + x

Jlap =12 — x5 — x8

kx) =x° ~2x%+x -2

pxl=x"+ 35 —xF+x
Describir una manera de identificar
una funcién camo par o impar

mediante un anilisis visual de la
ecuacion.

1) (1,0 l
2 [ o0 I 2

21

4) Funcion impar

glx)=1+cosx

|
e

b) Funeion par
Figura P.31

Preparacion para cl cdleulo

En la seccitn P.1 se definié la interseccion en x de una grafica como todo punto (z, 0)
en el que la grifica corta al eje x. Si la grifica representa una funcién £, el nimero @ es un
cero de f. En otras palabras, los ceros de una funcidn f son las soluciones de la ecuacion
Jix) = 0. Por gjemplo. Ia funcidn fix) = x — 4 tiene un cero en x = 4 porque f{4) = 0.

En la seccidn P.1 también se estudiaron diferentes tipos de simetrias. En la terminolo-
gfa de funciones. se dice que una funcidn es par si su grifica es simétrica respecto al eje y,
y se dice que es impar si su gréfica es simélrica con respecto al origen. Los criterios de
simetria de la seccién P conducen a la siguiente prueba para las funciones pares e impa-
res.

Prueba para las funciones pares e impares

La funcién y = fix) es par si fl—x) = flx).
La funcién y = {x) es impar si f{—x) = —fix).

NOTA  Con excepeion de la funcion constante por ejemplo fix) = 0, la grafica de una funcién de x
no puede ser siméirica con respecto al ¢je x, puesto que entonces violaria la prueba de la recta
vertical pura la grafica de una funcién.

EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar 0 ninguna de ambas.
Después, calcular los ceros de la funcidn.

a) fx)y=x —x b gx)=1+cosx
Solucion
a) La funcién es impar, ya que
fle = - (0= +x=- -3 =—flx)

Los ceros de f se calculan como sigue.

P¥-—x=0 Hucer fivy = 0.
- D=x(x—Dx+1)=0 Factorizar.
X = 0, ], —1 Ceros de f
Ver la figura P.3la.
b) La funcidn es par, pues
gl=x) = | +cos(—x) =1 +cosx = glx). com{—r)=cos(al
Los ceros de g se calculan como sigue.
1 +cosx =10 [lacer glx) = (.
cosx = —1 Restar 1 en ambos miembros,
x = {(2Zn + 1)z, con n entero Ceros de g.

Ver la figura P.315.

NOTA  Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas funciones,
como flx) = x* + x + 1 no son pares ni impares.
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Ejercicios de la seccion P.3

En los ejercicios 1 y 2, utilizar las graficas de fy g para realizar
lo siguiente:

a) Identificar los dominios y los recorridos o rangos de fy g,
&) Identificar f{—2) y g(3).

¢) (Para qué valor(es) de x es fix) = g(x}?

d) Calcular la(s) solucién(es) de f{x) = 2.

¢) Calcular las soluciones de g(x) = 0.

En los ejercicios 3 a 12, evaluar (si es posible) la tuncién en los
valores dados de la variable independiente. Simplificar los re-
sultados.

3. fly=2—3 4. flx)= Jx+3
@) f(0}) ay f(=2)
by f(=3) By Ji{6)
c) fib) ) f(=5)
d) flx—1) d) flx + Ax)
5. glx) =3 -7 6. g{x) =x¥x—4)
a) gl0) a) gl4)
p ¢(V3) by 2f3)
o) g=2) ¢) gle)
4 glt—1) D oglr+4)
7. f{x) = cos 2x 8  flx) =scnx
ay f(0) a) flm
By fl—w/4) B f(5m/4)
¢) flm/3) &) f2n/3)
9. fx) =2 0. flx)=3x—1
fla + Ax) — flx) Flay — f1}
Ax x—1
1L flx) = \/% 12. flx)=x —x
f) — ) fl = 1)
x—2 x—1

En los ejercicios 13 a 18, encontrar el dominio y el recorrido ¢
rango de la funcién.

13, hlx)=—Vx+3
_’f_t
4

4. glx) =x* -5

15, F(z} = sec 16. A(f) = cotrs

17. flx) = i 18. glx) = o z

—1

En los ejercicios 19 a 24, encontrar el dominio de la funcién.

19. Fio)= Jx+ V1 —x 200 flx)= /22— 3x+2

21, glx) =-- z 22, Alx) = .
— cosx cen s &
2

23, flx) = ! 24, glx) = _1
T x+ 3 [« — 4]

En los gjercivios 25 a 28, evaluar la funcidon como se¢ indica. De-
terminar su dominio y su recorrido o rango.

2+ 1, x<0

25 S0 = e 4+2, xz20
a) f{=1) & 0 o f2 & f@+1)

w2, x<l

26. flo) =~ x4+ 2, x> 1
a) f{-2) B fO) o fU) & f5*F+2)

27 Fl) = |x|+],x< l

T x4+ Ly
ay f-3v B AL} o f3) 4 fEr+1)

Vx4 x5

8. fl) = (,1 -5 x> 5

ay f(-3 b A0 o f3) dy F10)

En los ejercicios 29 a 36, trazar la grafica de la funcién y encon-
trar su dominio y su recorrido o rango. Utilizar una calculadora
grifica para comprobar las graficas.

29, flx) =4 —x 30, g(x) =%

A A= 1 32, f) =3 +2

33 floy= /9 —x? M., flix)=x+ 4 -x?
35, gl =2senamt 36. n(@ = -5 cosg

Desarrollo de conceptos

37. Enla figura se muestra la grifica de la distancia que reco-
rre un estudiante en su camino de 10 minutos a la escuela.
Dar una descripcion verbal de las caracteristicas del reco-
rrido clel estudiante hacia la escuela.

Distancia (en millas)

(0.0 2 4 & 8 10
Tiempa (en minutos)
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Desarrollo de conceptos (continuacion)

38, Tras unos minutos de recorrido, un estudiante que conduce
27 millas para ir a Ta universidad recuerda que olvidé en
casa el trabajo que tiene que entregar ese dia. Conducido a
mayor velocidad de la que acostumbra, regresa a casa, re-
coge su trabajo y reemprende su camino a la universidad.
Construir la posible grafica de la distancia de la casa del
estudiante como funcion det tiempo.

En los ejercicios 39 a 42, aplicar la prueba de la recta vertical
para determinar si y es una funcion de x.

0. ST—d-y=0

¥ v

39. x—¥2=(

En los ejercicios 43 a 46, determinar si y es una funcién de x.
43. P+ y? =4 M4, P+y=4
45, yi=4x% -1 46. Xy —x*+4y=10

En los ejercicios 47 a 52, utilizar la grifica de y = f(x) para rela-
cionar la funcidén con su grafica.

48. y=flx)—5
50, y=—flx—4)
82, y=flx—1+3

L]
=
St
|
=
=
+
L=
pum_—s
+
>

53. Utilizar la gréafica de f que se muestra en la figura para dibujar
la grifica de cada funcidn,

ay flk+3) b fe—1) ,

o fW+2 d Flxh—4 ]

ey 3f(x) H ifl® -6 / ) 9
-7

54, Utilizar la grafica de f que se muesira en la figura para dibujar
la gréfica de cada funcién.

a) flx—4) b flx+2) 3(2 5
o f+4 d f’{x) -1 6 A .
e) 2f{x) ) 2fx) £
-4, -3)
s

55. Utilizar la grafica de fix) = /x para dibujar la gréfica de cada
ecuacidn. En todos los casos, describa la transformacidn.

Dy=Vr+2 dHy=-Jx dy=x-2

56. Especificar una secuencia de transformaciones que ienga como
resultado cada grfica de & a partir de la grifica de la funcion
fx) = sen x.
a) hix) = Sen(x + g) + 1 b) hix) = —sen(x — 1)

57. Dadas fix) = Vx y #(x) = x* -1, evaluar cada expresidn.
a) f(e(1p by g(f(1)) ¢) g(f(0)
d) flg(=4)) & flgl) D g(flx)

58. Dadas fix) = sen x ¥ g(x) = @x, evaluar cada expresién.

b s{sf3))

o &(s(5)) o e

a) flg(2) c) g(f(0))

N a(flx)

En los ejercicios 59 a 62, encontrar las funciones compuestas
{fog)y(gofr ;Cudl es el dominio de cada funcién compuesta?
<S50n iguales ambas funciones compuestas? :

59, flx) =x* 60. Flx)=x*-1
gl) = Vx glx) = cosx
3 1
6l. =- 2. flx) = —
ri == 62 [l =
glx)=x2—1 gy = JVx+2
63. Utilizar las graficas de /'y de g para evaluar cada expresién. Si
el resultade es indefinido, explicar ¥
por Gue,
a) (f-gh3) b) g(f(2)) £,
<) g/ () & (fogi=3) i

& (g-N-1  p flgl-1)




64, Ondas Sedejacaer un guijarro en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de circulos concéntricos. El radio (en
pies) de 1a onda exterior estd dado por #(£) = 0.6¢, donde ¢ es el
tiempo, en segundos, transcurrido desde que el guijarro gol-
pea el agua. El drea del circulo estd dada por 1a funcidn A(r) =
ar®. Calcular e interpretar (A « (1.

Para pensar  En los ejercicios 65y 66, F(x) = fo g - h. Identifi-
car las funciones para f, g y h. (Existen muchas respuestas co-
rrectas).

65, Fx)=-+2x-x° 66. F(x) = —4 sen(l — x)

En los ejercicios 67 a 70, determinar si la funcién es par, impar o
ninguna de las dos, Utilizar una calculadora grifica para verifi-
car su resultado.

67, fl0) =244 — ) 68, Flx)=\x
69. flx) = xcosx 70. fix) =sen’x

Parapensar Enlosejercicios 71 y 72, encontrar las coordenadas
de un segundo punto de la grifica de una funcién £, si el punto
dado forma parte de la grifica y la funcién es: a) par, y &) impar.

7. (—§ 4 72 (4,9

73. Enlafigura se muestran las grdficas de f, g v A. Determinar si
cada funcién es par, impar o ninguna de las dos.

Figura para 73

Figura para 74

74. Eldominio de la funcién fque se muestra en la figuraes —6 <
x=6.

a) Completar la gréfica de f dado que fes par.
b) Completar la grifica de f dado que fes impar.

Escrifura de funciones  Enlos efercicios 75 a 78, escribir la ecua-
cién para una fancidn que tiene la grafica dada.

75. Segmento de recta que une (— 4, 3) y (0, —5)

76. Segmento de recta que unc (1, 2) y (5, 5)

77. La mitad inferior de la pardbola x + y* =

78. La mitad inferior del eirculo x* + y* =

Modelo matemdtico Enlos ejercicios 79 a 82, relacionar los da-
tos con una de las signientes funciones:

i) flx)=cx
i) hix)=c x|

i) g(x) = ex?

) rixy=ch
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Determinar cl valor de la constante ¢ en cada funcién, de mane-
ra que la funcién se ajuste a los datos que se muestran en cada
tabla. :

T a1 o 1 4
y| -3 -2 0 | -2 | -3
80. x| -4 | -1 C 1 4
y| -1l 4] o i 1
BT e 0 1 4
y| -8 | =32 Indef. | 32 | 8
B Txl -4 =1 ] o 1] 4
y| & 3 0 3 6

83. Razonamiento grdafico Un termostato controlado de manera
electronica estd programado para reducir la temperatura auto-
mdrticam ente durante la noche (ver la figura). La temperatura
T, en grados Celsius, estd dada en términos de ¢, el tiempo en
horas de un reloj de 24 horas,

«) Caleular T{4) vy T(15)

b)  8icltermostato se reprograma para producir una tempe-
ratura Hir) = ¥(r — 1), ;qué cambios habra en la tem-
peratura? Explicar.

¢} Sivltermostato se reprograma para producir una tempe-
ratura H{t) = T(t) — 1, ;qué cambios habrd en la tempera-
turz? Explicar.
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84. Elagua fluye a una vasija de 30 centimetros de altura a veloci-
dad constante, llendndola en 5 segundos. Utilizar esta infor-
magcidn » la forma de la vasija que se muestra en la figura para
responder 4 1as siguientes preguntas, si d es la profundidad del
agua en entimetros y 7 es el tiempo en segundos.

a) Explicar por qué 4 es una funcidn de ¢t.

h) Determinar ¢l dominio y el recorride o rango de dicha
fun:ién.

¢} Tra.e una posible grifica de la funcion.

—
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CAPITULO P Preparacion para el cdlculo

Modele matemdtico En la tabla se mucstra ¢l nimero pro-
medio de acres por granja en Estados Unidos para scleccion
de afios. (Fuente: U/.S. Department of Agriculture.)

Afio 1930 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

Superficie 213 27 174 | 426 1 460 | 434
€N ACTes

@) Representar graficamente los datos, donde A es la super-
ficie en acres y r es el tiempo en afios, donde r = 0 corres-
ponde a 1950, Trazar a mano una curva que aproxime los
datos.

by Utilizar la curva del inciso a) para calcular A(13)

Aerodindmica automotriz  La potencia H, en caballos de fuer-

74, ue requiere cierto automdavil para vencer la resistencia del

viento viene dada aproximadamente por

H{x) = 0.002° + 0.005x — 0.029, 10 = x =< 100
dende x es la velocidad del antomévil en millas por hora.
Representar grificamente ff con uoa calculadora grafica.

Reescribir la funcidn de potencia de tal modo que x represente
la velocidad en kilémetros por hora. [Encontrar H{(x/1.6).]

Para pensar Escribir la funcién
&) =[x + |5 = 2

sin utilizar los signos de valor absoluto (ver un repaso del va-
lor ahsoluto en el apéndice D).

Desarrollo  Utilizar una calculadora para representar grafi-
camente las funciones polindmicas py(x) = ' —x + | y pyx)
= x’ — x. ;Cudntos ceros tiene cada una de estas funciones?
¢ Existe algin polinomio cibico que no tenga ceros? Explicar

Su respuesta.

Demostrar que la siguiente {uncidn es ispar.

f=ap_ 3@+ e +ax
Demostrar que la siguiente funcién es par.

- - 2
Fla) = a2 + ay, X1+ - -+ ax? + g

Demostrar que el producto de dos funciones pares (o impares)
es una funcién par.

Demosirar que el producto de una funcién impar y una par es
una funcidn impar.

Volumen Sc va 4 construir una caja de material abierta (sin
tapa) de volumen méximo con una picza cuadrada de 24 centi-
metros de lado, recortando cuadrados ignales en las esquinas y
doblando los lados hacia arriba (ver la figura).

v 24 — 2y ——mr XA

a) Expresar ¢l volumen V como funcién de x, que es la lon-
gitud de lag esquinas cuadradas. ;Cudl es el dominio de
la funcién?

by Utilizar una calculadora para representar grdficamentc la
funcién volumen y aproximar las dimensiones de la caja
que producen el volumen miximo.

¢) Utilizar 1a funcién tabla de la calculadora para verificar
su respuesta del apartado b). (Se muestran los dos prime-
ros renglones de la tabla.)

Longitod
Altura, x | y anchura Volumen, V
I 24— 2(1) | 1[24 — 2(1))? = 484
2 24 - 2(2) § 2[24 — 2(2)]2 = 800

94, Longitd Una recia que pasa por el punto (3, 2) forma con
los ejes x ¥ ¥ un tridngulo rectdngulo en el primer cuadrante
(ver la figura). Expresar la longitud L de la hipotenusa como
funcién de x.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 95 a 98, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un gjemplo que lo demuesire.

95. Sifla) = fib), entonces a = .

96. Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién una
vez como mdaximo.

97. Sifix) = fi—x) para todo x pertcneciente al dominio de f, en-
tonces la grifica de fes simétrica con respecto al eje y.

98. Sifes una funcidn, entonces flax) = af(x).

Preparacion del examen Putnam®

99, Sea R laregion constituida por los puntos (x, y) del plano car-
tesiano que satisfacen tanto |x| — ly| £ 1 como |y[ < 1. Trazar
la regidn R y calcular su drea.

100. Considerar un polinomio fix) con coeficientes reales que tie-
nen la propiedad fig(x)) = g(fix)) para todo polinomio g(x)
con coeficienics reales. Determinar y demostrar la naturaleza
de fix).

Estos problemas fueron preparados por ef Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America, Todos los derechos reservados.

* La William Lowell Putnam Mathematical Competition (Concurso de Matemdricas
William Lowell Putnam) es un cancurse anual para estudiantes oniversitarios de Esta-
dos Unidos y Canada. establecido en 1938,
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Dibujo realizado con computadora,
basado en la 1lustracion a tinta del famoso
estudio de Leonardo da Vinci sobre las
proporciones humanas, titulado £/ hombre
de Vitruvie,
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60 62 64 66 68 70 72 T4 76
Altura {en pulgadas)
Datos y su modelo lincal
Figura P.32

SECCION P4 Ajuste de modelos a colecciones de datos 3

Ajuste de modelos a colecciones de datos

*  Ajuste de un modelo lineal.
+  Ajuste de un medelo cuadritico,
*  Ajuste de un modelo trigonométricc.

Ajuste de un modelo lineal a os datos

Una de las premisas bdsicas de la ciencia es que gran parte de la realidad fisica puede
describirse matemdticamente y que muchos de los fendmenos fisicos son predecibles. Esta
perspectiva constituyd parte de la revolu.idn cientifica que mivo lugar en Europa a finales
del siglo xv, Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolucidn foeron On the
Revolutions of the Heavenly Spheres, del astronomo polaco Nicolaus Copernicus, y On the
Structure of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados ambos
en 1543, rompian ¢on la tradicién al sugerir el uso de un método cientifico en lugar de 1a
confianza ciega en la autoridad.

Una técnica fundamental de las cien.ias modernas consiste en recopilar datos y luego
describirios por medio de un modelo matemdtico. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1
estan inspirados en el famoso dibujo de 1 .eonardo da Vinei que indica que la altura de una
persona y su envergadura son iguales.

EJEMPLO | Ajuste de un modelo lineal a los datos

Un grupe de 28 alumnos recopild los siguientes datos, que representan sus estaturas x y sus
alcances con los brazos extendidos y (redondeadas a la pulgada mds cercana):

(60, 61), (63, 65). (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71),
(75,74), (71, 72), (62, 60}, (65, 65). {66, 68), (62, 62). (72, 73),
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (80, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71),
(68, 67), (69, 70, (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70). (67, 67).

Encontrar un modelo lineal que represente estos datos.

Solucion  Existen varias maneras de resresentar estos datos mediante una ecnacién, La
mds sencilla serfa observar que x y y son casi iguales v tomar como modelo v = x. Un
andlisis més cuidadoso consistiria en recurrir a un procedimiento de la estadistica denomi-
nado regresion lineal. (Procedimiento gue se estudiard en la seccidn 13.9.) La recta de
regresién de minimos cuadrados para estos datos es

y= 1.006x — 0.23. Recta de reg esion de minimos coadrados,

En la figura P.32 se muestra la grifica det modelo y los datos. A partir de este modelo, se
puede observar que la envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente igual a su
estatura. ——

TECNOLOGIA  Muchas calculado-as tienen incorporados programas de regresién
de minimos cuadrados. Por to general. se introducen los datos y después se gjecuta el
programa. El programa suele mostrar como resuitado la pendiente y la interseccion en
v de la recta que mejor se ajusta a los datos y el coeficiente de corvelacion r. El coefi-
ciente de correlacién mide cuan bien s. ajusta el modelo a los datos. Cuanto mds préxi-
mo a1 es |r|, mejor es el ajuste. Por ejemplo, el coeficiente de correlacidn para el
modelo descrito en el ejemnplo 1 es » =: 0.97, 1o que indica que el modelo se ajusta bien
a los datos. 8i el valor de r es positivo, las variables tienen una correlacién positiva,
como ocurre en el gjemplo 1. Si el valor de r es negativo, las variables tienen una corre-
lacidn negativa.
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Altura (en pies)

CAPITULO P Preparacidn para el cdlenlo
Ajuste de un modelo cuadratico a los datos
Una funcién que define Ja altura s de un objeto al caer en términes del tiempo ¢ se llama
funcién de posicién. Sino se considera la friccién del aire, la posicidn de un objeto que cae
admite el modelo
s{H=1gt* +vyt+5,
donde g denota la aceleracidn de la gravedad, v, la velocidad inicial y s, la altura inicial.
El valor de g depende de dénde se deja caer el objeto. En la Tierra, g vale —32 pies/s’, o
—9.8 m/s%.
Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las
alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el gjemplo 2.
EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadritico a los datos
L]
Se deja caer un balén de basquetbol desde una altura de 53 pies. Se mide la altura del baldn
23 veces, a intervalos de aproximadamente .02 s.* Los resultados se muestran en la si-
guiente tabla.
Fiempo 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.099996
Altura | 523594 | 520353 | 5.16031 5.0991 502707 4.95146
Tiempo | 0.119996 | 0.139992 | (.159988 | (1179988 | 0.199984 | 0.219984
Altara | 4.85062 | 4.74979 | 4.63096 | 4.50132 | 4.35728 4.19523
Tiempo | 023998 | 0.25993 | 0.27998 | 0.299976 | 0.319972 | 0.339961
Altura | 4.02958 | 3.84593 | 3.65507 | 3.44981 | 3.23375 3.01048
Tiempo | (0.359961 | 0.379951 | 0.399941 | 0.419%41 | 0.439941
AMura | 276921 | 252074 | 2.25786 | 198058 | 1.63488
Encontrar un modelo que se ajuste a estos datos y utilizarlo para pronosticar el instante en
¢l que el balén golpeara el suelo.
5 Solucion  Comenzar dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersién que represen-
ta los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama de disper-
¢ 5i6n se observa que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Por el conirario, parece
5 '..."o... que pueden obedecer 4 un modelo cuadritico. Para comprobarlo, introducir los datos en
4 0, una calculadora con un programa para regresiones cuadraticas. Se debe obtener el modelo
..
3 .-o. s = — 15452 — 1.30r + 5.234. Pariboly e regresion de minimoy cuadrados.
L J
24 e
. Con ayuda de este modelo, se puede pronosticar en qué instante el balon golpea el suelo,
M sustituyendo s por O y despejando ¢ de la ecuacidn resultante.
) 1 Il Il i

T T : T T
a1l 02 03 04 05
Tiempo (en segundos)

Representacion grafica de los datos
Figura P.33

0=-1545*-130t+5234 Hacer s = (L
, 2 13021307 ~4(-15.45)(5.234)

2(—15.45)

Faratula cuadritica.

Cseoger lu solucidn positiva,

t=0.54

La solucién aproximada es 0.54 5. En otras palabras, el balén continuard cayendo durante

0.1 s mds antes de tocar el snelo. am—

* Datos recabados con un Texas Instruments CBL {Calculator-Based Laborarory} System.




Elplano de la orbita terrestre alrededor
del Sol y el gje de rotacion de la Tierra no
son perpendiculares. Por el contrario, este
iltimo estd inclinado con respecto a su
Orbita. En consecuencia, la cantidad de luz
diurna que reciben los distintos lugares de
laTierra varia de acuerdo con la época del
afio; en otras palabras, varia con la
posicion de 1a Tierra en su orhita.

d
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Luz solar {(en minutos)

T ] ] ] i () J I3 1 Il J. ) H
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40 120 200 280 360 440
Dia ((} & diciembre 22)

Grafica del modelo
Figura P.34
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Ajuste de un modelo trigonomeétrico a los datos

. Qué es elaborar modelos matemiéticos? Esta cs una de las preguntas que se plantean en la
obra Guide to Mathematical Modelling. A continuacion se transcribe parte de la respues-
ta.*®

1. Elaborar modelos matemdricos consiste en aplicar las habilidades matemdticas para
obtener respuestas itiles a problemus reales.

2. Aprender a aplicar las capacidades mmatemadticas es muy distinto del aprendizaje de las
propias matemadticas.

3. Se utilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales pare-
cen, en principio, carecer de naturaleza matematica.

4. Con frecuencia, los modelos permiten una evaluacién répida y econdmica de las alter-
nativas, lo que conduce hacia soluciones dptimas que de otra manera no resultarfan
obvias.

5. En la elaboracion de modelos matemidticos, no existen reglas precisas ni respuestas
“correctas”.

6. La elaboracién de modelos matemiticos sélo se puede aprender haciéndola.

EJEMPLC 3  Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

En la Tierra, el nimero de horas de luz ~olar depende de la latitud v la época del aiio. Los
minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados norte durante los dias més largo y
mds corto del afio [ucron: 801 minutos ¢l 21 de junio y 655 minutos el 22 de diciembre.
Utilizar estos datos para elaborar un modelo correspendiente a la cantidad de luz solar 4
{en minutos) para cada dfa del afio en un lugar ubicado a 20 grados de latitud norte. ;Como
podriamos verificar la exactitud del modelo?

Solucién  Esta es una manera de elegir como eluborar un modelo. Se puede establecer la
hipdgtesis de que el modelo es una funcion seno con un periodo de 365 dias, Utilizando los
datos, se puede concluir que la amplitud de la grafica es (B01 — 635)/2, o sea, 73. De tal
modo, un posible modelo es

d=T728—73 sen[@ + E)_
365 2

En cste modelo, 7 representa el nimero Jel dia del afio, donde 7 = {} corresponde al 22 de
diciembre. En la figura P.34 se muestra una grifica de este modelo. Para verificar la exac-
titud del modelo, se consulta en un alinanaque ¢l nimero de minutos de luz diurna en
diferentes dias del afio en una latitud de 20° norte.

Fecha Valor det  Horas de luz reales  Horas de luz gque pronostica el modeto
Dic 22 0 655 min. 655 min.
Ene 1 10 657 min. 656 min.
Feb 1 41 676 min, 672 min.
Mar 1 a9 705 min. 701 min.
Abr 1 100 740 min. 739 min.
May 1t 130 772 min. 773 min.
Jun'1 i61 796 min. 796 min.
Jun 21 181 801 min. 201 min.
Jut 1 191 799 min, 800 min.
Ago | 222 782 min. 785 min.
Sep 1 253 752 min. 754 min.
Oct 1 283 718 min. 716 min.
Nov 1 314 685 min., 681 min,
Dic 1 344 661 min. 660 min,
Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. ———

# Texto tomado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards v Mike Hamson {(Boca
Raton: CRC Press, 1990). Ulilizado con awarizacion de los autores.
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CAPITULO P Preparacién para el céleulo

Ejercicios de la seccion P4

En los ejercicios 1 a 4 se proporciona una grifica de puntos. De-
terminar si los datos pueden maodelarse por medio de una fun-
cidn lineal, cuadritica o trigonométrica, o si no parece existir

relacién entre x y y.

L

Ln

.

¥ 2. ¥

Cancerigenos  Los siguientes pares ordenados representan el
indice de exposicidn a una sustancia cancerigena x y la morta-
lidad por céncer y por cada 100 000 personas de una poblacion.

(3.50, 150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9),
(2,26, 116.7), (2.63, 140.7), (4.83, 165.5),
(12,65, 210.7), (7.42, 181.0), (9.35, 213.4)

@) Hacerla grificade los datos. A 1a vista de esta representa-

F | 20 [ 40 | 60 [ 80 [ 100
d 14125 ] 401353 |66
a)  Encontrar la funcién de regresion en la calculadora, usando

un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la calculadora para representar graficamente los
datos v el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilizar el modelo para estimar el alargamiento del resor-
te cuando se le aplica una fuerza de 55 newtons.

Objeto en catda  En un experimento, unos estudiantes midie-

ron la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto en

caida, ¢ segundos después de dejarlo cacr. Los resultados se
presentan en la siguiente tabla.

! 0 1 2 3 4

5 0 110 194 | 292 394

a) Usando la funcién de regresian en la calculadora, encon-
trar un modelo lineal para los datos.

b)  Utilizar 1a calculadora para representar graficamente [os
datos y el modelo. ;De qué manera se ajusta el modelo a
los datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto
transcurridos 2.5 segundos.

Consumo de energia y producto interno bruto*  Los siguien-

tes datos muestran el consumo de electricidad per capita (en

millones de Btu) y el producto interno bruto per capita {en
miles de délares) durante el afio 2000, correspondientes a va-
rios paises. (Fuente; U.S. Census Bureau.)

b)

c)

=)

. Calificaciones en cuestionarios

cidn, ; parece que los datos signen un modelo aproximada-
mente lingal?

Descubrir de manera visual un modelo lineal para los da-
tos y representarlo graficamente.

Utilizar el modelo para calcular el valor aproximado de y
six = 3.

Los siguientes pares orde-

nados son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos
de 15 puntos aplicados a una clase de 18 alumnos.

(7,13), (5,7, (14, 14, (15, 153, (10, 15), (9, 7),
(14, 11), (14, 15), (8, 103, (15, 9), (10, 11}, (9, 1),
(11, 14), (7, 14), (11, 103, (14, 113, (10, 15), (9, 6)

a)

Representar graficamente los datos. A la vista de esta gra-

Argentina (73, 12.05) Bangladesh (4,1.59)
Chile (68,9.1) Egipto (32, 3.67)
Grecia (126, 16.86) Hong Kong | (118, 25.59)
Hungria (1035, 11.99) India (13, 2.34}
Meéxico (63, 8.79) Polonia 93,9
Portugal (108, 16.99) Corea def Sur | (167, 17.3)
Espafia (137, 19.26) Turqufa 47, 7.03)
Reino Unido (166, 23.55) Veneznela (113, 5.74)

a) Usando la funcién de regresion en la calculadora, encon-

fica, ; parece que la relacidn entre calificaciones consecu-
tivas sea aproximadamente lineal?

b)  5ilos datos parecen aproximadamente lineales, construir
un modelo lineal para ellos. Sino, encontrar alguna posi-
ble explicacién.

Leyde Hooke Laley de Hooke establece que la fuerza F ne-

cesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus limi-

tes eldsticos) es proporeional a la variacién de longitud d que

experimenta. Esto es, F = kd, donde k es una medida de la resis-
tencia del resorte a la deformacidn v se denomina constante eléds-
tica. La siguiente tabla muestra €l alargamiento d, en centime-
tros, de un resorte cuando se le aplica una fuerza de F newtons.

b)

9]

d)

trar un modelo lineal para los datos, ;Cudl es el coefi-
ciente de correlacién?

Utilizar 1a calculadora para representar graficamente los
datos ¥ el modelo.

Interpretar la grafica del apartado »). Utilizar la grifica
para identificar los tres pafses que mds se separan del
madelo lineal.

Borrar los datos correspondientes a los tres pafses identi-
ficados en el apartado ). Ajustar un modelo lineal para el
resto de los datos y encontrar su coeficiente de correlacién.

*En Espafia se le denomina producto interior bruto.
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Dureza de Brinell Los datos de 1a tabla muestran la dureza
de Brinell H del acero al carbdn del 0.35 cuando se endurece y
templa a temperatura ¢ (en grados Fahrenheit). (Fuenre: Stan-
dard Handbook for Mechanical Engineers.)

t 200 | 400 | 600 | 800 {1000 (1200

H | 534 | 495 | 415 | 352 | 269 | 217

a) Utilizar las funciones de regresion lineal de su calculado-
ra para encontrar un modelo lineal para los datos,

b)  Utilizar la calculadora para represcntar graficamente los
datos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢} Utilizar el modelo para estimar la dureza cuando t =
SO0° F.

Costas de automdviles Los datos de la tabla muestran los

gastos variables de operacion de un automdvil en Estados Uni-

dos durante varios afios. Las (unciones ¥, v, ¥ v, representan
los gastos, cn centavos por milla, de gasolina y aceite. mante-
nimiento y neumaticos, respectivamente. (Fuente: American

Automobile Manufacturers Association.)

Afo F1 Yz Ya
0 540 | 210 | 0.90
1 6.70 | 2.20 | 090
2 6.00 | 220 | 0.90
3 600 | 240 | 050
4 560 | 250 | L10
3 6.00 260 | L40
] 590 | 2.80 | 140
7 6.60 280 | 1.40

ay Unilizar las funciones de regresidn de la calculadora para
encontrar un modelo cuadritico para y,, y modelos linea-
les para y, ¥ ¥s-

by Utilizar la calculadora para hacer la grifica v,, v, v; ¥ ¥,
+ ¥, + y; en la misma ventana. Utilizar el modelo para
estimar el costo total varable por milla durante cl afio 12.

Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de
madera de 2 pulgadas de espesor, con .y de alturay 12 de longi-
tud. Los resultades quedan registrados en la siguiente tabla.

x 4 6 8 10 12

2370 | 53460 | 10310

16250 i 23 860

a) Utilizar una caleuladora para ajustar un modelo cuadratico
a los datos.

by Uhilizar la calculadora para representar graficamente los
datos y ¢l modelo.

¢) Utilizar €l modelo para estimar la fuerza de ruptura cuan-
dox =2.

SECCION P.4

P 13,

Ajuste de modelos a colecciones de datos 35

Organizaciones de asistencia sanitaria  Lasiguiente grifica
de bar -as muestra el niimero de personas N (en millones) que
recibicron atencion en organizaciones de asistencia sanitaria
de 19%0 a 2002, (Fuente: Centers for Disease Control.)

Internamiento cn organizaciones

N de asistecncia sanitaria
n o R13509 795
IR P 76,6 [T Pk 76.]
7] E prameem
H:
él:
50

TS 330349?61
30+
w0+
1o+

&) Scateltiempo en afios, 1 = 0 corresponde a 1990. Utili-
zar las funciones de regresién de una calculadora para
encontrar los modelos lineal y cibico para tos datos.

b) 1 tilizar una calculadora para representar graficamente los
datos y los modelos lineal y cibico.

¢} Utilizar [a grifica anterior para detcrminar qué modelo es
nigjor.

o) L tilizar una calculadora para encontrar la grifica del
modelo cuadratico de los datos.

¢) Utilizar los modelos lineal ¥ ciibico para estimar el nd-
niero de personas que recibieron atencidn en las organi-
zaciones de asislencia sanitaria durante 2004,

£ Utilizar una calculadora para encontrar otros modelos para
lns datos. ;Qué modelos se considera que representan me-
jor los datos? Explicar la respuesta.

Personas atendidas {en millones)

112

7 8B 9 ll(}
Afio (0 > 1990}

Desempefio de un aatomdvil La siguiente tabla muestra el
tiemp: ¢ {en segundos) que necesita un antomdvil deportivo de
lujo para alcanzar una velocidad de s millas por hora partiendo
del reposo. (Fuente: Road & Track.)

6 | 70 | 80 | %0
200

$ 30 40 50

15.8

4 34 5.0 7.0 9.3 | 120

ay  Uilizar las funciones de regresion de la calculadora para
encontrar un madelo cuadrdtico para los datos.

by Liilizar la calculadora para representar graficamente los
catos y el modelo.

¢y Ulilizar la grifica del apartado b) para establecer por gqué
¢l modelo no es apropiado para determinar el tiempo ne-
cesario para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas
pur hora.

d) Yuesto que en las pruebas se partfa del reposo. agregar el
punto (0, 0) a los datos. Ajustar y representar graficamen-
t: un modelo cuadritico a los nuevos datos.

e) Ll modelo cuadratico. jmodela con mayor precision el
comportamiento del automavil a bajas velocidades? Ex-
plicar la respuesta.
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CAPITULO P

Preparacién para el célculo

Desempefio de un automdvil  Se acopla un dinamémetro a . 18. Temperatura I.a siguiente tabla muestra las temperaturas
un motor de automovil V8 y se mide su potencia en caballos y
a diferentes velocidades (en miles de revoluciones por minu-
to). En la siguiente tabla se muestran los resultados.

x| 1 2 3 4 5 6
y | 40 85 [ 140 | 200 | 225 ;1 245
a)  Ulilizar las funciones de cdlculo de regresién de una cal-
culadora para encontrar el modelo cibico para los datos.
b) Utilizar la calculadora para representar grificamente los
datos y el modelo.
¢) Utilizar el modelo para estimar 1a potencia cuando el motor

gira a 4 500 revoluciones por minuto.

Temperatura de ebullicion  La siguiente tabla muestra la tem-
peratura de ebullicién del agua T (°F) a diferentes presiones p
{en libras/pulg®). (Fuente: Standard Handbook for Mechanical
Engineers.)

5 10 14,696 (1 atmdosfera) 20
T | 162.24* | 1932]° 212.00° 227.96°
30 40 60 30 100
25033° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

17.

a)
b}
<)
d)

Movimiento armdnico

Utilizar las funciones de regresién de una calculadora para
encontrar un modeto cibico para los datos.

Utilizar una calculadora para representar grdficamente los
datos y el modelo.

Utilizar la grafica para calcular la presién necesaria para
que el punto de ebullicién del agua exceda los 300° F.
Explicar por qué el modelo no seria adecuado para pre-
siones superiores a 100 libras por pulgada al cuadrado.

Un detector de movimiento mide el

desplazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resor-
te. En la figura se muestran los datos recabados ¥ los desplaza-
mientos médximos {positivo y negative) aproximados a partic
del punto de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centi-
metros y el tiempo  en segundos.

@)
)
)

d)

;Es y funcién de £? Explicar la respuesta,
Calcular 12 amplitud y el periodo de las oscilaciones.
Encontrar un modelo para los datos.
Representar grificamente el modelo del apartado c) en
una calculadora y comparar el resultado con los datos de
la figura.

y

1l (0}.125. 235)
a atg .c'..
= --... ...
N \

(0373, 1.65)

maximas diarias en Honolulu A y Chicago C (en grados
Fahrenheit), donde ¢ = 1 corresponde a enera. (Fuente: NOAA.)

t 1 2 3 4 5 6
H | 801 | 8051 81.6 | 828 | 847 | 86.5
€ [ 290 335|458 | 38.6 | 70.1 | 79.6
t 7 8 9 10 11 12
87.5 | 887 | BBS5 | 869 | 84.1 | 81.2
C | 83.7 | 81.8 | 748 | 633 | 484 | 34.0
@) S$iun modelo para Honolulu es
wt
H(Nn=84.40+428 scn (? + 3.86).
Encontrar un madelo para Chicago.

b) Utilizar una calculadora para representar graficamente los
datos ¥ el modelo correspondientes a las temperaturas en
Honolulu, ¢ Es bueno ¢l ajuste?

¢) Utilizar una calculadora para representar grificamente los
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en
Chicago. ;Es bueno el ajuste?

d) Utilizar los modelos para estimar la temperatura prome-
dio anual en cada cindad. ;Qué término del modelo se
utilizé? Explicar la respuesta.

e} ;Cudles el periodo en cada modelo? ;Es el que se espera-
ba? Explicar las respuestas.

S Qué ciudad presenta una mayor variacidn de temperatu-

ras a lo largo del afio? ;Qué factor de los modelos lo de-
termina? Explicar las respuestas.

Desarrollo de conceptos

19,

20.

Buscar una coleccién de datos de la vida real en un periédi-

<O

modelo sobre los datos?

Describir una sitnacién factible de la vida real para cada
conjunto de datos, Luego, describir cémo puede emplearse
en el entorno de la realidad.

a)

c)

o revista y ajustar un modelo a ellos. ;Qué implica el

y by




Ejercicios de repaso 37

Ejercicios de repaso del capitulo P

En los ejercicios 1 a 4, encontrar las intersecciones con los ejes
(si existe alguna).

1. y=2x—3 2. y=(x—1)x~—3)
x—1
3. ;= . =
¥ T2 4, xy=4

En los ejercicios 5 y 6, verificar si existe simetria con respecto a
cada eje y al origen.
S. xzy—x2+4y=0 6. y=x'—x+3

En los ejercicios 7 a 14, dibujar Ia grifica de la ecuacién.

7. y= i (~x+3) 8. dxr—2vy=46

9, —dx-iy=1 10, 0.02x + 0.15y = 0.25
11. v=7—-6x—x 12, y=6x —&*

13 y=5-% 4. y=|x—4'-24

H En los ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calcuiadora que
produce la figura.

15, y=4dx* — 25 16.

\ /

\/ | =

E En los ejercicios 17 y 18, utilizar Ia calculadera para encontrar
el 0 los puntos de interseccion de las grificas de las ecuaciones.

y=8ix—¢6

17. 3x—4y=3§ 18, x—y+1=0
x+v=35 y — =7

1%.  Para pensar Escribir una ecuacién cuya grifica corte
enx = —2yx =2y sea simétrica con respecto al origen.

20.  Para pensar ;Para qué valor de k la grifica de ¥ = kx° pasa
por el punto indicado?

a) (LA 2D 9 0.0 4 (—1,-1

En los ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular 1a pen-
diente de la recta que pasa por ellos.

2L (3, 1,059 2. (7, -1, (712

En los ejercicios 23 y 24, utilizar el concepto de pendiente para
determinar el valor de ¢ para el que los tres puntos son colineales.
23 (=2,5,00,0,0,1) M. (3,3, 1), (8,6

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la ecuacion de la recta que

pasa por el punto y tiene la pendiente seiialada. Dibujar la
recta.

25, (0, -3, m =% 26, (—-2,6),m=0

2. (-3, 0,m=—% 28. (5,4, m es indefinida.

29.  Encowrrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (—2, 4) y
tienen las siguientes caracteristicas.

a) Pendiente &
b) Es paralelaalarecta 5x — 3y =3
¢} Pusa por el origen
d} E:. paralela al eje y
30. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (1, 3) y
poseen las siguientes caracteristicas.

a) Pendiente — 3.
b)  E: perpendicular a la recta x + y = 0.
¢)  Pusapor el punto (2, 4).
d) E: paralela al eje x.

31, Ritmo o velocidad de cambio Bl precio de adquisicién de
una méyuina nueva es $12 500, y su valor decrecera $850 por
afio. Urilizar esta informacidon para escribir una ecnacién li-
neal que determine el valor V de la mdquina ¢ afios despuds de
su adquisicidn. Calcular su valor transcurridos 3 afios.

32. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equipo en
$36 500 cuyo costa de combustible y mantenimiento es de $9.25
por hora. Al operario que lo maneja se le pagan $13.50 por
hora y i1 los clientes se les cargan $30 por hora.

a) Escribir una ecuacién para el costo ¢ que supone hacer
funcionar el equipo durante ¢ horas.

b)  Es.ribir una ecuacién para los ingresos R derivados de «
horas de uso del equipo.

¢)  Determinar el punto de equilibrio, calculando el instante
enelque R = .

En los ejercicios 33 a 36, construir Ia grafica de la ecuacién y
utilizar el criterio de la recta vertical para determinar si la ecua-
cidn expresa a y como una funcién de x.

3B x—y==0
35 y=x- 2x

M, F—y=0
6. x=9—y

37. Evaluar (si es posible) la funcién fix) = 1/x en los valores es-
pecificados de la variable independiente y simplificar los re-
sultado: .

FU+ AR (1)

@ fio b) ~

38. Evaluar (si es posible) la funcién para cada valor de la variable
indepen.liente.

[#*+2,x<0
U.K"'ZI,)SZO

a) f(=3 B 10

f) =

) f(1)

39. Determinar el dominio y el recorrido o rango de cada funcicén.

7 x2 x =0
= /-2 = =
a) y= J36-x> By 7% — 10 €) ¥ {27,r,x20




38

40.

41.

B

- 43.

B 41

B s,

46.

CAPITULO P Preparacién para el cdlculo

Dadas fx) = | — 2’y g{x) = 2x + 1, evaluar las expresiones.
a) fo—glx) b fg) o glfix)

Construir (en un mismo sistema de coordenadas) las grdficas
defparac = —2,0y2.

a)y fimy=x"+¢ By fixy=(x—¢cf

) f=(x—2Y+¢ &) flx) = ex’

Utilizar una calculadora para representar graficamente flx) =

x* — 3x%, Empleando la gréfica, escribir una férmula para la
funcién g de la figura.

a) 6 b) 2
2,5) 2,1
g . /N l 5
(F)) \/3
2 —* *,-3)
-1 —4
Conjetura

&) Utilizar una caiculadora para representar griaficamente las
funciones £, g y h en una misma ventana. Hacer una des-
cripcidn por escrito de las similitudes y diferencias ob-
servadas entre las graficas.

Potencias impares: fix) = x, gix) = &, h(x) = 2
Potencias pares: flx) = X%, glx) = x*, Wx) ="

b)  Utilizar el resultado del apartado a) para hacer una conje-
tura con respecto a las grificas de las funcionesy = x'y
y = x*, Comprobar la conjetura cen ayuda de la calcula-
dora.

Para pensar Utilizando el resultado del gjercicio 43, tratar
de vaticinar las formas de las graficas dec f. g ¥ & Después,
representar las furnciones con una calculadora grifica y com-
parar el resultado con su estimacian.

a) flx) = X(x - 67 B) g(x}=x(x— 6
) hix) =¥ —6)

Area Se va a cortar un alambre de 24 pulgadas de longitud
en cuatro trozes para formar un rectdngulo cuyo lado mas cor-
to mida x.

&) Expresar el drea A del rectdngulo en funcidn de x.

b)Y Determinar el dominio de la funcién y representar grafi-
camente la funcidn de ese dominio en una calculadora.

¢) Utilizar la grafica de 1a tuncién para estimar el drea maxi-
ma del rectdngulo. Hacer una suposicion con respecto a
las dimensiones que producen el drea maxima,

Redaccidn  Las siguientes grificas exhiben los beneficios P
de dos pequefias empresas durante un periodo p de dos afios.
Inventar una historia que explique el comportamicnto de cada
funcidn de beneficios para un hipotético producto elaborado

por la empresa.
b) ,
100 D00 K/
T

50000‘»‘%
At 0
1 2 1 2

a) p

200 000 {

140 000

47.

! 48.

49,

o)
P

Para pensar  ;Cuil es el menor grado posible de la funcion
polindmica cuya gréfica sc aproxima alaque se muestraen cada
apartado? ,Qué signo debe tener el coeficiente dominante?

@) b)

€}

Prueha de esfuerzo  Se sometc a prueba una pieza de magui-
naria combdndola x centimetros, 10 veces por minuto, hasta el
instante y (en horas) en el que falla. Los resultados se mues-
tran en la siguiente tabla.

x| 3 & | 9 | 12| 15| 18|21 | 24|27 | 30

y | 6156|5355, 4835|3633 |4 23

&) Utilizar las funciones de regresidn de una calculadora para
encontrar un maodelo lineal para los datos.

B) Utilizar la calculadora para representar grificamente los
datos v el modelo.

¢) Utilizar la grifica para determinar si se cometié un error
al realizar una de las pruebas o al registrar los resultados.
Si es asi, suprimir el punto errdneo y encontrar ¢l modelo
lineal para los datos revisados.

Muovimiento arménico  Un detector de movimiento mide el
desplazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resor-
te. En la figura se muestran los datos recabados y los desplaza-
mientos maximes (positivo y negativo) aproximados a partic
del punto de equilibrio. Bl desplazamiento y se mide en centi-
metros v el tiempo { en segundos.

@) ¢Esy funcion de r? Explicar la respuesta.

b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
Encontrar un modelo para los datos.

Representar grificamente el modelo del apartado ¢} en
una calculadora y comparar el resultado con los datos de

la figura.
v
0.50 -
( ’l 1,{1.25)
)
0.25 e, -,
. . - .
~+ ot ;I;.ﬂi — i;ﬁﬂi*’l
s * -
—0.25 -+ f.. -
(.5, —0.25)
—0.50 +
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m Solucién de problemas

1. Considerando el circulo x* + y* — 6x — 8y = () que se muestra 4.
en la figura.
a}  Encontrar el centro y el radio del circulo,
&)  Encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la circunfe-
rencia en el punto (0, 0).
¢) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la circunfe-
renciy en el punto (6, 0},
d) ;En qué punto se cortan dichas tangentes?
¥ ¥
5.
Figura para 1 Figura para 2
2. Sean dos rectas tangentes que van del punto (0, 1} al circulo x2
+ {y + 1) = 1 (ver la fipura). Encontrar las ecuaciones de
ambas rectas, valiéndose del hecho de que cada tangente hace
Interseccidn con el circulo exactamenie en un solo punto.
3. Lafuncién de Heaviside H{x) se utiliza mucho en aplicaciones
ingenieriles.
Lx20
H(x}=
0.x<0
Trazar a mano la grifica de la funcién de Heaviside y las grd-
ficas de las siguientes funciones,
a) H(x)—-12 b Hx —2) ¢) —H(x)
4 H{(—x) e) 1H(x) H —Hx-2)+2
6.
7.

Ao -

OLIVER HEAVISIDE, (1850-1925)

Heaviside fue un fisico-matematico britnico que contribuyo al campo de las
mateméticas aplicadas, sobre todo en la ingenierfs eléctrica. La funcidn de
Heaviside es un tipo clasico de funcion“encendido-apagado™ con aplicaciones en
las ciencias eléctricas v de la computacion.

39

Solucion de problemas

Tomando en cuenta la gréfica de la funcidn que se muestra
bajo estas lineas, construir las grificas de las siguientes fun-
clomes..

& fpetl)y B AN+l o) U D fi-x
&) —ix) 7y f)] g AlxD

il
a5/ »

-1+

,2——

El propietario de un rancho planea cercar un potrero rectangu-
lar quz se encuentra junto a un rio. Ya tiene 100 metros de
cerca y no es necesario cercar el lado que se encuentra a lo
largo «el rio (ver la figura).

a)

Escribir el drea A del potrero en funcidn de x, que es la lon-
gutud del lado paralelo al rio. ;Cudl es el dominio de 47

by Representar grificamente la funcién drea A(x) y estimar
lus dimensiones que producen ta mayor cantidad de drea
para el potrero.

¢} Encontrar las dimensiones que producen la mayor canti-

dad de drea del potrero completando el cuadrildtero.

Figura para § Figura para 6
El propietario de un rancho cuenta con 300 metros de cerca
para enrgjar dos potreros contiguos.

a} Escribir el drea total A de ambos potreros como una fun-
cidn de x (ver la figura). ;Cudl es el dominio de A?

b)  Representar graficamente la funcidn drea y estimar las
dimensiones que producen la mayor drea de los potreros.
<) Encontrar las dimensiones que producen la mayor canti-

dad de drea del potrero completando el cuadrildtero.

Usted se encuentra en una lancha a 2 millas del punto mds cer-
cano a la costa y se dirige a un punto @, ubicado sobre la costa
a 3 miilas de dicho punto y 1 milla tierra adentro (ver la figu-
ra), Puzde navegar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas por
hora. Escribir el tiempo total 7' del recorrido en funcién de x,

L ]
a3 millas— &
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CAPITULOP  Preparacidn para el cdleulo

10.

11.

Conduzca por la playa a 120 kilémetros por hora. En el recorri-
do de regrese, conduzca a 60 kilémetros por hora. ;Cudl es la
velocidad promedio en todo el viaje? Explicar el razonamiento.
Uno de los temas fundamentales del edlculo consiste en en-
contrar la pendiente de una recta tangente en un punto a una

curva. Para ver cémo puede hacerse esto, considerar el punto
(2, 4} de la grifica de fix) = x°.

T

D e
B
o -

—
-6 -4 2

a) Calcular Iz pendiente de la recta que une (2, 4) y (3, 9).
La pendiente de la recta tangente en (2, 4) ;es mayor o
menor que este ndmero?

b} Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (1, 1).
La pendiente de la recta tangente en (2, 4} ;es mayor o
menor gue este nimero?

¢) Calcular la pendiente de 1a recta que une (2, 4} y (2.1,
4.41). La pendiente de la recta tangente en (2, 4) ;es ma-
YOI 0 menor que este nimero?

) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4} y (2 + A,
f2 4 k), para b # 0. Verificarque A = 1, — 1y 0.1 gene-
ren las soluciones de los apartados a) a c).

¢) ;Cudl es la pendientc de la recta tangente en (2, 4)7 Ex-
plicar de qué manera obtuvo la respuesta.

Representar graficamente la funcion £(x)=-/x ¥ anotar el pun-

to (4, 2) sobre ella.

a) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (9, 3).
La pendiente de la recta tangente en (4, 2) ;es mayor o
menor que este nimero?

b) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (1, 1).
La pendiente de la recta tangente en (4, 2) ;es mayor o
menor que este niimero?

¢} Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4.41,
2.1). La pendiente de 1a recta tangente en {4, 2) ; es mayor
o menor que este mimero?

d) Calcular la pendiente de ]a recta que une (4, 2) v (4 + h,
fd + R),parah # 0.

¢) (Cudl es la pendiente de la linea tangente en (4, 2)? Ex-
plicar de qué manera obtuve su respuesta.

En una enorme habitacién se encuentran dos bocinas, con 3
metros de scparacion entre si. La intensidad del sonido [ de
una bocina es del doble de la otra, como se muestra en la figu-
ra. Suponer que ¢l escucha se encuentra en libertad de mover-
se por la habitacién hasta encontrar la posicidn en la que reci-
be igual cantidad de sonido de ambas bocinas. Dicho lugar
satisface dos condiciones: 1} la intensidad del sonido en la
posicién del escucha es directamente proporcional al nivel de

sonido de la fuente, y 2) la intensidad del sonido es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia de la fuente.

a)  Encontrar los puntos sobre el gje x que reciben la misma
cantidad de sonido de ambas bocinas.

b) Encontrar y representar grificamente la ecuacién de to-
das las posiciones (x, ¥) donde se reciben cantidades de
sonido iguales de ambas bocinas.

Figura para 11 Figura para 12

12. Suponer que las bocinas del problema anterior se encuentran
separadas por 4 metros y la intensidad del sonido de una de
ellas es de k veces la de la otra, como se muesira en la figura.

&) Enconirar la ecuacion para todas las posiciones (x, y) don-
de se reciben cantidades de sonido iguales de ambas bo-
cinas.

£) Representar graficamente la ecuacion para el caso donde
k=3.

¢)  Deseribir el conjunte de posiciones con igual cantidad de
sonido a medida que k se vuelve muy grande.

13. Sean d, v ¢, las distancias entre el punte (x, ¥) y los puntos
{—1, My (1, 0), respectivamente, como se muestra en la figu-
ra. Demostrar que la ecuacién de la gréifica de tedos los puntos
{x, ¥) que satisfacen didy = 1 es (2 + ¥ = 2(x* — ¥). Esta
curva se conece como lemniscata. Trazar la lemniscata e iden-
tificar tres puntos sobre Ja grifica.

¥

| (x, ¥}
T~
d, - \dz

-— # X

1
14. Sea f(x)=—0
1—-x

a)
b)

c}
d)

;Cudles son el dominio y el recorrido o rango de f7
Encontrar la composicién de f{fix)); ;cudl es el domino
de esta funcién?

Encontrar f{f{fx})); jcudl es el dominoe de esta funcidn?
Representar graficamente f{f(f{x))}. La grafica ;es una rec-
ta? ;Por qué?




Limites y sus propiedades

Las compaiifas de servicios publicos utilizan un convertidor catalitico
de platino para eliminar los contaminantes de sus emisiones de humo.
. Qué cree que resulta mis costoso para la empresa: eliminar primero
9 por ciento de los contaminantes o el restante 10 por ciento? ;Por

qué?

Porcentaje eliminado

Porcentaje eliminado

5 Con Porcentaje eliminado

g b e s A




42 CAPITULQ | Limites v sus propiedades

AYUDA DE ESTUDICO A medida que
vayamas progresando en este curso,
conviene recordar que el aprendizaje
del célculo es sélo uno de sus fines. Su
objetivo mas imporiante es aprender a
utilizar el cdlculo para modelar y
resolver problemas reales. En seguida
se presentan algunas estrategias de
resolucién de problemas que pueden
ayudar.

= Cerciorarse de entender la pregunta.
i Cuiles son los datos? ;Qué se le
pide encontrar?

+ Concebir un plan. Existen muchos
métodos que se pueden utilizar:
hacer un esquema, resolver un
problema sencillo, trabajar hacia
atrds, dibujar un diagrama, usar
recursos techoldgicos y muchos
otros.

* Ejecutar el plan. Asegurarse dec que
responde la pregunta. Enunciar la
respucsta en palabras. Por ejemplo,
en vez de escribir la respuesta
como x = 4.4, serfa mejor escribir
“El drea de la zona es 4.6 metros
cuadrados”.

* Revisar el trabajo. ; Tiene sentido la
respuesta? ;Existe alguna forma de
contrastarla?

The Mistress Fellows, Girton College, Cambridge

GRACE CHISHOLM YOUNG (1868-1944)

Grace Chisholm Young obtuvo se iftulo en
matematicas en el Girton College de
Cambridge, Inglaterra. Sus primeros
trabajos se publicaron bajo el nombre de
William Young, su warido. Entre los afios
1914 v 1916, Grace Yeung publico trabajos
relativos a los fundamentos def cileulo que
I2 hicieron merecedora del Premio Gamble
del Girton College.

Una mirada previa al calculo

¢  Comprender qué es el cdlculo.
*  Comprender el problema de la recta tangente.
* Comprender el problema del 4rea.

(Qué es el calculo?

Fl cdlculo es la matematica de los cambios {velocidades y aceleraciones). También son
objeto del céleulo las rectas tangentes, pendientes, dreas, volimenes, longitudes de arco,
centroides, curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a cientificos,
ingenieros y economistas elaborar modelos para sitnaciones de la vida real.

Aunque las matemdticas previas al cdlculo también tratan con velocidades, acelera-
ciones, rectas tangentes, pendientes y demis, existe una diferencia fundamental entre ellas
y el cdlculo. Mientras que las primeras son mds estaticas, el cdlculo es mas dindmico. He
aqui algunos ejemplos,

+ Las matemdticas previas al cdlculo permiten analizar un objeto que se mueve con
velocidad constante. Sin embargo, para analizar la velocidad de un objeto sometido a
aceleracion es necesario recurrir al cdlculo,

*  Las matemadticas previas al cdlculo permiten analizar la pendiente de una recta, pero
para analizar la pendiente de una curva es necesario el cdlculo.

* Las matemdticas previas al cdlculo permiten analizar una recta tangente a un circulo,
pero para analizar una recta tangente a una grifica en general es necesario el célculo.

* Las matemdticas previas al calculo permiten analizar el 4rea de un rectingulo, pero
para analizar el drea bajo una curva general es necesario el cdlculo.

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulacién
de las matemdticas previas al calculo a través de un proceso de limite. De tal modo, una
manera de responder a la pregunta ““; qué es el cdlculo?” consiste en decir que el cdlculo es
una “médquina de limites” que funciona en tres etapas. La primera Ia constituyen las mate-
miticas previas al cdlculo, con nociones como la pendiente de una recta o el drea de un
rectingulo, La segunda es el proceso de limite, v la tercera es 1a nueva formulacidn propia
del cdleulo, en térmtinos de derivadas e integrales.

Matematicas Proceso o .
- . .. e Cilculo
previas al célculo del limite

Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender cdlculo como si se tratara de una
simple recopilacion de férmulas nuevas. Si se reduce el estudio del cdlenlo a la memoriza-
cion de las formulas de derivacion y de integracidn, su comprension serd deficiente, el
estudiante perderd confianza en si mismo y no obtendra satisfaccion.

En las dos paginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del precdlculo,
listados junto con sus contrapartes del cdlculo. A lo largo del texto, se debe recordar que el
objetivo es aprender a utilizar las férmulas y técnicas del precdlculo como fundamento
para producir las férmulas y técnicas méds generales del cédlculo. Quizé algunas de las
“viejas férmulas” de las paginas siguientes no les resulten familiares a algunos estudian-
tes; repasaremos todas ellas.

A medida que se avance en el texto, se sugiere volver a leer estos comentarios repeti-
das veces. Trate de mantener constancia de en cudl de las tres etapas del estudio del cdleulo
se encuentra. Por ejemplo, los tres primeros capftulos se desglosan como sigue.

Capitulo P: Preparacién para el cdlculo  Matemadticas previas al cdleulo o precilculo
Capitulo 1: Limites y sus propicdades Proceso de limite
Capitulo 2: La derivada Cileulo
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Sin céleulo

Con cdlcalo diferencial

Valor de f{x) Limite de f{x) cuando
cuando x = ¢ xtiende ac
Pendiente de una recta Ay Pendiente de una curva S

Ax

Recta secante
4 unda curva

Recta tangenie
auna curva

Ritmo o velocidad de
cambio promedio entre
t=ayt==6b

Ritmo o velocidad de

cambio instartanee ™ ------ - ﬁ ______ -

eni = ¢ t=c

Curvatura
del circulo

Curvatura
de una curva

Altura de una
CUrva ¢n
=c

Altura mdxina de |
una curva dentro q
de un intervalo '

Plano tangente
a una esfera

Plano tangeme
a una superficie

Direccion del
movimiento a lo
largo de una recta

Direccion de!
movimiento a lo
largo de una curva
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Sin cdlculo

Con cédlculo integral

Area de un
rectingulo

Area bajo
una curva

Trabajo realizado por
una fuerza constante

Trabajo realizado por
una fuerza variable

Centro de un
rectdngulo

Centroide de una
region .

Longitud de un
segmento de recta

Longitud
de un arco

Area superficial
de un cilindro

Area superficial
de un sélido de revolucion

Masa de un sélido
con densidad constante

Masa de un sdlido
con densidad variable

Volumen de un
sélido rectangular

Volumen de la regidn
bajo una superficie

Suma de un nimero
finito de términos

ata,++a, =8

Sama de un nimero

infinito de términos Gy tagtoe =S
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Recta tangente de la grafica de fen P
Figura 1.1
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El problema de la recta tange ite

La nocién de limite es fundamental en el studio del cdleulo. A continuacion se dan breves
descripciones de dos problemas cldsicos del cdleulo —e! problema de la recta tangente y
el problema del drea— que muestran la forma en que intervienen los limites en el calculo.

En el problema de 1a recta tangente, se tiene una funcién £y un punto P de su grifica
¥ se trata de encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grifica en el punto P, como se
muestra en la figura 1.1,

Exceptuando los casos en que la recta tangente es vertical, el problema de encontrar la
recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de 1a recta tangente en
FP. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente trazando una recta por el punto de
tangencia y por otro punto sobre la curva. come se muestra en la figura 1.24. Tal recta se
llama recta secante. Si P(c, fc)) es el punto de tangencia y

Olc + Ax, flc + Ax)

es un segundo punto de la grifica de £, Ia pendiente de la recta secante que pasa por estos
dos puntos estd dada por

_ flet A 1) _ fle+ A — £(0)
T HAx - Ax

Rectas
- secantes

Jle+Ax) —fio) - s

— e
= Rectas tangente
Ax
X
x
@) Larecta secante que pasa por (c, ) h) Cuando @ tiende a P, las rectas secantes se van
y (e + Ax, fle + Ax) aproximando a la recta tangente

Figura 1.2

A medida que el punto  se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante se
aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 1.25. Cuando existe tal
“posicidén limite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el limite de la pendien-
te de la recta secante (este importante problema serd estudiado con mds detalle en el capi-
tulo 2).

Los siguientes puntos se encuentran en la grafica de f{x) = x°.

Q(1.5, f(1.5), Q1.1 f(1.1)), Q4(1.01, £(1.01)),
0,(1.001, £(1.001)), Q4(1.0001, £(1.0001))

Cada punto sucesivo se acerca mds al punto P (1, 1). Calcular la tangente de la recta
sccante que pasa por Q, v P, (1, y P, v asi sucesivamente. Utilizar una computadora
para representar graficamente estas rectas secantes. Luego utilizar los resultados para
estimar la pendiente de Ja recta tangente a la grifica de fen el punto P.
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{ a b

Area bajo una curva
Figura 1.3

NOTA HISTORICA
En uno de los evenios mas asombrosos
ocurrido en las matemiticas, se descubrio
que el problema de recta tangente y el
problema del Area estin estrechamente
relacionados. Este descubrimiento condujo
al nacimiento del cileulo. Se abordar la
relacion que existe entre estos dos
problemas cuando se estudie ¢l teorema
fundamental det catculo en el capitulo 4.

El problema del area

En el problema de la recta tangente, se vio ¢cémo aplicar el limite de la pendiente de una
recta para determinar la pendiente de una curva general. Otro problema cldsico del cdlen-
lo, que también se puede resolver con un proceso de limite, consiste en determinar el drea
de una zona plana delimitada por graficas de funciones. En este caso, el proceso de limite
se aplica al drea de un rectangulo con el fin de encontrar el drea de una region en general.

A modo de ejemplo sencillo, considerar la zona acotada por la grafica de la funcion
y = fix), el eje x ¥ las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la figura 1.3. Se
puede estimar su drea usando varios rectdngulos, como se muestra en la figura 1.4. Al
aumentar el nimero de rectingulos, la aproximacion va mejorando cada vez mds, ya que
se reduce el drea que se pierde mediante los rectdngulos. El objetivo radica en determinar
el limite de la suma de las dreas de los rectdngulos cuandeo su niimero crece sin fin.

¥ =fix) ¥ = flx)

]a b la b

Aproximaci6n usande cuatro rectingulos Aproximation usando ocho rectangulos
Figura 1.4

fxy=x*

N .

a) Repidn acotada

Considerar la region acotada por Ias gréficas de flx) = x°, y = Oy x = 1, que se muestra
en ¢l apartado a) de la figura. Se puede estimar el drea de esta region empleando dos
conjuntos de rectdngulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos, como s¢ muestra
en los apartados #) y c). Calcular la suma de las dreas de cada conjunto de rectidngulos
y luego utilizar sus resultados para calcular aproximadamente el drea de la regin.

fo=x*

b) Rectangplos inscritos ¢) Rectingulos circunscritos




Ejercicios de I3

En los ejercicios 1 a 6, decidir si el problema puede resolverse
mediante el uso de las matematicas previas al clculo o si requie-
re del cilenlo ¢ no. En caso afirmativo, resolverlo. En caso con-
trario explicar el razonamiente y aproximar la solucién por pro-
cedimientos graficos 0 numéricos.

1. Calcularla distancia que recorre en [5 segundos un objeto que
viaja a una velecidad constante de 20 pies por segundo.

2. Caleular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto
que se mueve a una velocidad v(r) = 20 + 7 cos £ pies por se-
gundo.

3. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo
la ecuacidn fx} = 0.04(8x — x") donde x y f{x) se miden
en millas. Calcular el ritmo o velocidad de cambio en la eleva-
cién cuando x = 2.

—t—t—t———x
ﬂ123456

Figura para 3 Figura para 4

4. Unciclista recorre una traycctoria que admite como modelo la
ecuacion fix) = (.08x, donde x y f{x) se miden en millas. En-
contrar el ritmo o velocidad de cambio de la elevacion cuando

x =2
5. Encontrar el drea de la region sombreada.
¥ ¥
s 1
Ty
31
Pl
Ly (5,0}
> x
10, 3 4 56

Figura para 5 Figura para 6

6. Encontrar el drea de la regidn sombreada.

7. Rectas secantes Considerar la funcién fx) = 4x — x* v el
punto £ (1, 3) de la grifica de f;

a) Dibujar la grifica de f'y las rectas secantes que pasan por
P(1,3), y O(x, flx)) para los siguientes valores de x: 2, 1.5
v 0.5,

&)  Encontrar la pendiente de cada recta secante.

¢} Utilizar los resultados del apartado &) para estimar 1a pen-
diente de la rceta tangente a fen P(1, 3). Describir c6mo
puede mejorarse la aproximacion de la pendiente.

8. Recias secantes Considerar la funcién fix) = Vx y el punto
P(4, 2) en 1a grifica de f

ay Dibujar la grifica de f'v las rectas secantes que pasan por
P(4,2), ¥ x. fx)) para los signientes valores de.x: 1,3y 5,

b} Encontrar la pendiente de cada recta secante.
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¢) Utlizar los resultados del apartado b) para estimar la pen-
diente de la recta tangente a f en P4, 2). Describir cémo

pucde mejorarse la aproximacion de la pendiente.
9. a) Utlizar los rectingulos de cada una de las grdficas para
aproximar el drea de la regién acotada pory = 5/x, y = 0,

x= 1, yx=35,
v ¥
5 5+
4 4+
3 3+
2 2+
1 14
- | R S S | X
1 2 4

&) Describir cdmo se podria continuar con este proceso a fin
de obtener una aproximacion mds exacta del drea.
10. @) Utilizar los rectingulos de cada una de las grificas para
aproximar el drea de la region acotada por y = sen &, y = 0,
x=0yx=m

v ¥

h)  Deucribir como podria continuar con este proceso a fin de
obt:ner una aproximacién mds exacta del drea,

- Desarrollo de conceptos _

11. Consicerar la longitud de la grifica de fix) = 5/x, desde
(1, 5) hasta (5, 1):

3

L (1,5
5 -

3
20
1

-ttt
1 2 3 4 5

a) Estimar la longitud de 1a corva mediante el cdlculo de
la distancia entre sus extremos, comao se muestra en la
primera figura,

by Estimar la longitud de la curva mediante el cdlculo de
las Jongitudes de los cuatro segmentos de recta, como
s¢ muestra en la segunda figura.

¢) Doscribir cémo se podria continuar con este proceso a
fin de obtener una aproximacidn mas exacta de la lon-
gitad de 1a curva,
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| Seccion 1.2 | Calculo de limites por medio de los métodos gréfico y numérico

fim fix)=3 /
x—1 f (1’3)

El limite de f{(x) cuando x tiende a | es 3
Figura 1.5

+  Estimar un calculo de limites utilizando el método numérico o el gréfico.
+  Aprender diferentes formas limites que no existen.
+  Estudiar y usar la definicién formal de limite.

Introduccion a los limites
Suponer que se pide dibujar la grafica de la funcién f dada por

-1

x-1
Para todos los valores distintos de x = [, es posible emplear las técnicas usuales de repre-
sentacién de curvas. Sin embargo, en x = 1, no esté claro qué esperar. Para obtener una
idea del comportamiento de la grifica de fcerca de x = 1, se pueden usar dos conjuntos de

valores de x, uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por la derecha,
como se ilustra en la tabla.

s rondimeea oo Jedeguiorda > < X seaproxima a1 por la derecha. '

x 0.75 0.9 099 | 0999 1 1| 1.001 | 101 1.1 1.25
FfG) | 2313 2710 | 2970 | 2997 | ? | 3.003 | 3.030 | 3.310 | 3.813

1 Flahse aproaima e 3, > < FL) se aproxima a3

Como se muestra en la figura 1.3, la grafica de f es una pardbola con un hueca en ¢l
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a 1
y en consecuencia, f{x) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notacidn que se
emplea con los limites, se podria escribir

fixy= x=1.

i — o . .
1111% f(x) =3 Lsto se lee ~el limite de fiv) cuando v se aproxima a 1 es 37
x—» -

Este anlisis conduce a una descripcién informal de limite. Si f{x) se acerca arbifrariamen-
te a un ndmero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los dos lados, entonces el
limite de fix), cuando x se aproxima a ¢, es L. Esto se escribe

Hm f(x) = L.

K=

El andlisis anterior proporciona un ejemplo de cémo estimar un limite de manera nu-
mérica mediante la construccién de una tabla, o de manera grdfica, construyendo una
representacion. Calcular el siguiente 1{mite de forma nomérica completando la tabla.

L o x2-3x+2
lim ————
x—2 x—2

X 1.75 1.9 | 1.99 | 1.999 | 2| 2.001 | 201 { 2.1 | 2.25

L R A N 2 2 I R T N S B O

Luego utilizar una computadora para estimar el limite de manera grafica.




fno estd definida 1
enx=1{0 \ /
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EJEMPLO | Estimacion numeérica de un limite
R

Evaluar la funcién f(x) = x/(/x + 1 — 1) en varios puntos cercanos a x = 0 y usar el
resultado para estimar el limite:

. X
lim

o0 S+ -1

Solucion  En la siguiente tabla se registran los valores de fix) para diversos valores de x
cercanos a (),

xoseaprosima a O por la equierda. > < seaproxira a 0 por la derecha. :]

El limite de f{x) cuando x se aproxima a
Oes2
Figura 1.6

¥

Lx#+2
2 f(x)={
O, x =2
} + | x
1 2 3

El limite de f{x) cuando x se aproxima a
Zes
Figura 1.7

X —-0.01 —0.00f | —0.0001 | O | 0.0001 0.001 0.01
Sfx) | 1.99499 1.99950 | 1.99995 | 7 | 2.00005 | 2.00050 1 200499

flx) se aproximaa 2. ) se uproximaa 2.
/ I R

De los datos mostrados en la tabla, se puede estimar que el limite es 2, resultado que se ve
confirmado por la grifica de f (ver la figura 1.6). —

Observar que en el ejemplo 1 1a fun-ion no estd definida en x = 0y aiin asi f{x} parece
aproximatse a un limite a medida que x se aproxima a (. Esto ocurre con frecuencia, y es
importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x = ¢ no guarda rela-
cion con la existencia del limite de f{x) ~uando x se aproxima a c.

EJEMPLO ? <Calculo de un limite
I
Encontrar el limite de fix) cuando x se aproxima a 2, donde f se define como

o x#2
f(x){o, x=2.

Sohlucion  Puesto que fix) = 1 para todos los x distintos de x = 2, se puede concluir que el
limite es I, como se muestra en la figura 1.7. Por tanto, se puede escribir

lim f(x) = 1.

x—=2

El hecho de que f{2) = 0 no influye en la existencia ni en el valor del limite cuando x se
aproxima a 2. Por ejemplo, i se hubiera definido la funcidn como

1, x#2
¥} =
£ix) {25 "
el limite seria el mismo. ——

Hasta este punto de la seccidn, se han calculado los limites de manera numérica vy
grafica. Cada uno de estos métodos gencra una estimacidn del limite. En la seccion 1.3 se
estudiardn técnicas analiticas para evaluarlos. A lo largo de este curso, se trata de desarro-
llar el hébito de utilizar este método de drbol para resolver problemas.

1. Método numérico Clons vuir una tabla de valores.
2. Meétodo grifico Clab car una gralica @ mane o con alglin dispositivo ecnoldgico.

3. Método analitico Ll o digebra o cilealo.



50 CAPITULO 1

¥
flx)= l;i
l -+
fa)=1
: [ =
-1 _5 I
fly=-1
Ellim f{x) no existe
=0
Figura 1.8
¥
flay=
-z - 2

Ellim fx) no existe
r-sl)

Figura 1.9

Limites y sus propiedades

Limites que no existen

En los tres ejemplos siguientes se examinardn algunos limites que no existen.

EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha
T . .
y por la izquierda

Demostrar que el siguiente limite no existe.

Solucion Considerar la gréfica de la funcién fix) = lxl/x. En la figura 1.8 se puede obser-
var que para los valores positivos de x

m=1 x>0
X

y para los valores negativos de x

— = -1, x < 0.

B

Esto significa que, independientemente de cudnto se aproxime x a §), existirdn tanto valores
positivos como negativos de x que dardn fix) = 1 y fix) = —1. De manera especifica, si &
(letra griega delta mintiscula) es un nimero positivo, entonces los valores de x que satisfa-
cen la desigualdad 0 < x| < & se pueden clasificar de la siguiente manera:

(=6, 0) (0, 8)
Los valores negativos Las valores posilivis
de v dam comao resultado de v dan como resullado

x|/ I Ixlfv =1,

Esto implica que el limite no existe.

EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado

Analizar la existencia del limite

Solucién  Sea f{lx) = 1/%°. En la figura 1.9 se puede observar que a medida que x se
aproxima a 0 tanto por la derecha como por la izquierda, f{x) crece sin limite. Esto quiere
decir que, eligiendo un valor de x lo bastante cercano a 0, se puede lograr que flx} sea tan
grande como se quiera. Por ejemplo, f{x) serd mayor que 100 si elegimos valores de x que
estén entre 1/10 y . Es decir:

1 . _1
0< x| < T flx) = e 100.

Del mismo modo, se puede obligar a que f{x) sea mayor que 1 000 000 de la siguiente
manera:

i
0< x| < s £l =5 > 1000000
X

1
1 000
Puesto que f{x) no se aproxima  ningtin nimero real L cuando x se aproxima a 0, se puede
concluir que el limite no existe. ——




fixy= sen}—[

Ellim f{x) no existe
y-3{)
Figura 1.10

The Granger Collection

PETER GUSTAY DIRICHLET {1805-1859)

En el desarrollo temprano del calculo, fa
definicion de una funcién era mucho mas
restrictiva que en la actualidad, y
“funciones” como la de Dirichlet no
bubiesen sido tomadas en consideracion. La
definicion moderna de funcion se debe al
matematico alemén Peter Gostav Dirichlet.
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EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante
A

. . . e o |
Analizar la existencia del limite limsen —.

X0 X

Solucién Sca fix) = sen (I/x). En la figura 1.10 se puede observar que, cuando x se
aproxima a 0, fx) oscila entre — 1 y 1. Por consiguiente, el limite no existe puesto que, por
pequefio que se elija 8, siempre es posibie encontrar x, y X, que disten menos de §unidades

de O tales que sen (I/x,) = 1 y sen (I/x,) = —1, como se muestra en la tabla.
x 2/ | 2/3%| 2/5w | 2/Tw | 2/97w | 2/117 x—=0
sen (1fx)| 1 -1 1 — 1 1 —1 | El limite no existe.

Comportamientos asociados a la no existencia de un limite

1. f{x) se aproxima a niimeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. flx) aumenta o disminuye sin liniite a medida que x se aproxima a c.
3. flx) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos inusuales,
Una de las que se cita con mayor frecuencia es la funcién de Dirichlet:

0, sixesracional.

flx) = {

1, sixesirracional.

Puesto que esta funcidn carece de limire en cualquier nimero real ¢, #o es confinua en
cualquier nitmero real ¢. La continuidad se estudiard con més detalle en la seccién 1.4,

CONFUSION TECNOLOGICA (Cuando se utilice una calculadora para investigar el
comportamiento de una funcién cerca del valor de x en el que se intenta evaluar su
limite, recordar que no siempre se puede confiar en las imdgenes dibujadas. Al utilizar
uila calculadora para dibujar la gréfica de la funcién del ejemplo 5 en un intervalo que
contenga al 0, es muy probable que obtenga una grafica incorrecta, como la que se
muestra en la figura 1.11. El motivo por el cual una calculadora no puede mostrar la
grifica correcta radica en que la grifica cuenta con oscilaciones infinitas en cualquier
intervalo que contenga al 0.

1.2

-0.25 0.25

R RN S R PR LR RN AT 0 R R LA S0 B TR AN SR LY

e

-1.2

Grifica incorrecta de f{x) = sen {1/x)
Figura 1.11
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{ ‘ L c+d
=
c—8
Definicidn &-& del limite de fx) cuando x

tiendeac
Figura 1.12

PARA MAYOR INFORMACION

Para conocer mds sobre la introduc-
cidn del rigor al cdiculo, consulte
“Who Gave You The Epsilon? Cauchy
an the Qrigins of Rigorous Calculus™
de Judith V. Grabiner, en The
American Mathematical Monthly.

Definicién formal de limite

Examinar nuevamente la descripeion informal de 1imite. Si fix} se acerca de manera arbi-
traria a un nimero L a medida que x se aproxima a ¢ por cualquiera de sus lados, se dice
que el limite de f{x) cuando x se aproxima a ¢ es L, y se escribe

lim f{x)=L.

X

A primera vista, esta descripcidn parece muy técnica. No obstante, se llama informal por-
gue adn hay que conferir un significado preciso a las frases:

“fix) se acerca arbitrariamenie a L”

“x se aproxima a c”.

La primera persona en asignar un significado matemitico riguroso a estas dos frases fue
Augustin-Louis Cauchy. Su definicién £-8 de Hmite es 1a que se suele utilizar en la actua-
lidad.

En la figura 1.12, sea & (letra griega épsilon mindscula) un mimero positivo (peque-
fio). Entonces, la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa que f{x) pertenece al
intervalo (L — & L + €). Usar la nocién de valor ahsoluto, esto se puede escribir como

|flx) — L] < &
Del mismo modo, la frase “x se aproxima a ¢” significa que existe un niimero positivo 4 tal

que x pertenece al intervalo (¢ — &, ¢}, o bien al intervalo (¢, ¢ + &). Esto puede expresarse
de manera concisa mediante la doble designaldad

O<|x—¢c| <8
La primera desigualdad

0< |x - C‘ La distancia enire ¥ v ¢ es mayor gue Q.
expresa que x # ¢. La segunda desigualdad

|x - C‘l < 6 xostd a menes de § unidades de e,

indica que x estd a una distancia de & menor que c.

Definicion de limice

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posible-
mente en ¢) y L un ntimero real. La afirmacidn

lim f(x) = L
significa que para todo £> 0 existe unc &> 0 tal que si

0 < |x—c| <8 entonces |flx)—L]<e

NOTA A lo largo de todo el texto, la expresidon
lim fx) = L
x=r

lleva implicitas dos afirmaciones: el limite existe y es igual a L,

Algunas funciones carecen de limite cuando x — ¢, pero aguellas que lo poseen no
pueden tener dos limites diferentes cuando x — ¢. Es decir, si el limite de una furcidn
existe, entonces es tinico (ver el ejercicio 69).
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Figura 1.14
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Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definicidn £-8 de limite.

EJEMPLO 6 Determinar & para un £ dado
L

Dado el limite
h'n}(Qx -5=1
encontrar & tal que |(2x -5-1 | < {01, siempre que 0 < lx —3 | < 4.

Solucién En este problema estd trabajundo con un valor dado de &: £ = 0.01. Para encon-
trar un § apropiado, se observa que

lox—5—1]=l2x—6| =2|r—31.

Como la desigualdad |(2x —-5-1 | < (.01 es equivalente a 2 | x—3 | < 0.01, se puede
escoger & = 1/2 (0.01) = 0.005. Esta opcién funciona porque

0<|x—3| <0005
lo que implica que
[(2x = 5) — 1| = 2]x — 3| <2(.005) = 0.01

tal como se muestra en la figura 1.13. —

NOTA  Enel gjemplo 6, obsérvese que 0.005 es el mayor valor de 8 que garantiza que | (2x — 5) —~
1| <001, siempre que 0 < |x = 3| < & Todo valor positivo de & menor también debe satisfacer
esta condicidn.

En el ejemplo 6, se encontré un valor de &8 para un £ dado, 1o que no necesariamente
demuestra la existencia del limite. Para hacerlo, se debe probar que es posible encontrar un
d para todo & comao se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7 Aplicacion de la definicion -6 de limite
Utilizar la definicién £-8 de limite para demostrar que
h’n% (3x—2)=4

Soluciin  Probar que para todo £ > 0, existe un §> 0 tal que | Bx—2)—4 ] < £ siempre
que 0 < | x—2 | < &, Puesto que la eleccion de 8 depende de &, es necesario establecer una
relacion entre log valores absolutos |(3;r —2y—4d|y |x - 2| .

[3x —2) — 4] = |3x — 6] =3]|x— 2]

De tal manera, para cada £ > 0 dado, sc puede tomar § = £/3. Esta opcién funciona por-
que

£
0 < -2l < ==
=2 < 8=

implica que

|(3x = 2) — 4| = 3]x — 2| <3(§)=8

como muestra la figura 1.14. ——
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flxy=x?
44 g4

@+8F p------ ;
dt----- i E
@-8* -4 1
et /o1
I

Ellimite de f{x) cuando x se aproxima a
2esd
Figura 1.15

Limites ¥ sus propiedades

EJEMPLO 8 Aplicacion de la definicion £-8 de limite

Usar la definicidn &-& de limite para demostrar que

Hm x2 = 4.
x—2

Solucién Probar que para todo £ 0, existe un §> 0 tal que

|32~ 4| <& siempreque 0<|x-2}<é

Para encontrar un & adecuado, comenzamos por escribir | —4] = 1x—2]|x+ 2]
Para todo x del intervalo (1, 3), se sabe que |x +2 | < 5. De tal manera, se toma & igual al
minimo entre &3 y 1, resulta que, siempre que 0 < |x — 2] <8, se tiene que

=l = =2l 2 < (5) - o

como se muestra en la figura 1.15.

A lo largo de este capitulo, se utilizard la definicidn £-8 de limite principalmente para
demostrar teoremas relativos a los limites y para establecer la existencia o inexistencia de
tipos de limites especificos. Para calcular limites, se describirdn técnicas mas faciles de

usar que la definicién g-9.

[ Ejercicios de la seccion 1.2

En los ejercicios 1 a 8, completar la tabla y utilizar el resultado
para estimar ¢l limite. Representar graficamente la funcidn ati-
lizando una computadora, con el fin de confirmar su resultado.

L I x—2
i xﬂ x2—x-2
X 1.9 1 199 | 1999 | 2001 | 201 { 2.1
Sf&x)
Loox—2
z PB% xt—4
x 1.9 [ 199 | 1999 | 2001 | 2.00 | 2.1
f&x)
Jx+3-— 3
3. lim
=3 X
x =01 ]| =001 | —0001 | 0.000 [ 001 | 0.1
fx)
LNl mx=12
4 Iim
x—>—3 x+ 3
x =31 =301 | —3.001 | —2999| —299 | —29

[/ + )] = (1/4)
x—3

lim
a3

x 29 ] 299 | 2.999 | 3.001

30

31

£

. x/x+ 1] — (45)
lim
x—>4 x— 4

x 39| 399 | 3999 | 4001

4.01

4.1

Jx)

L Senx
lim X
=0

—0.01 [ —0.001

0.001

0.01

0.1

Fx)

,ocosx — 1
lim ——

=0

—0.01 [ —0.001

0.001

0.01

0.1

fix)




En los ejercicios % a 18, utilizar la grifica para encontrar el limi-

SECCION 1.2

te (si es que existe), Si el limite no existe, explicar por qué,

9. Iim (4 — x)

=3

¥

N
3__.

24+

15. limsenwx
x—1

10, Jim {x? + 2)

x—1

s—=3x — 3

16.  lim sec x

x—0

[av]
1

T

18,  ¥m tanx
Y W2

e

(3]
"
13

—

'
T

R R e

I
T
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En los gjercicios 19 y 20, utilizar la grifica de la funcién f para
determinar si existe ¢l valor de la cantidad dada. De ser asi, ubi-
carla; si no existe, explicar por qué.

19. a4 ;1) ¥
By 1im f(x) L
A=l 5
) J(4) 4
& lim flx) g
4 2t .
2= [—-/
13156
2. a) §(-2) :
. N o4
im0 \:
() \2 .
@ 1mfix) et Y
o }?2“) \-%-1 i 234 5
] l.‘n;f(x) 7
g J4)

k1 Ef(X)

En los ejercicios 21 y 22, utilizar la grifica de f con el fin de
identificar los valores de ¢ para los que existe el limite lim f(x)

B

21. ¥
6 4
i
e}
_:—”—f\
-—l——i—f—‘«—!—*ﬂ) ] x
ol 7
22,

En los ejercicios 23 y 24, dibujar 1a grifica de f. Después identi-
ficar los vailores de ¢ para los que existe el limite lim f(x)

X

x2, =2
23, flx)={8—2x, 2<x<4
4, xz 4
sen x, x<q
24, f(x) =11 —cosx, 0Z2x<m
CO8 X, x>
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En los ejercicios 25 y 26, construir una grifica de una funcién f

que satisfaga los valores indicados (existen muchas respuestas

carrectas).

25. (0) no estd definido. 26. f(-2)=0
tim £() = 4 OBy
2 =6 lim £ =0
1@ flx)=13 )1{135 [{x} no existe.

' 27. Modelo matemdtico El costo de una llamada telelfdnica en-
tre dos ciudades es de $0.75 por el primer minuto y $0.50 por
cada minuto o fraccién adicional. Una férmula para el costo
estd dada por

Cly =095 - 050[—(r — 1)]

donde ¢ es el tiempo en minutos.

(Nota: M = mayor entero # tal que # £ x. Por ejemplo, [3.2§ =

3y[-tet=-2)

@) Utilizar una computadora para representar la grafica de la
funcidn de costo para Q0 <r < 5,

by Utilizar la grifica para completar la siguiente tabla y ob-
servar el comportamiento de la funcién a medida que ¢
tiende a 3.5. Utilizar la grifica y la tabla para encontrar

lim € (5.
=335

t 3 133]34|35|36]37)| 4

C ?

¢y Utilizar la grifica para completar la siguiente tabla v ob-
servar el comportamiento de la funcién a medida que ¢ se
aproxima a 3.

¢ 2 [25(29}) 3 | 31|35] 4

C ?

{Existe el limite de C'(r) cuando ¢ se aproxima a 37 Expli-
car la respuesta.
Realizar de nuevo el gjercicio anterior, considerando ahora

ﬂ 8.

Cle) = 035 — 0.12[—(z — 1)].

29. Enlafigura se muestra la griafica de fix) = x + 1. Encontrar un
dtal que si 0 < |x — 2| < &, entonces |f(x) —3| <04

4

30, La grafica de

W=

x -1

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si 0 < |x —2]
< &, entonces |f(x) -1 i < 0.01.

¥

2.0+ L.0L
1.5 1'00{ :
-+ i
- 0.99} -~
10+ Wi 2 190
oL W
0.5+
t t } t x
1 2 3 4

31, La grificade
=2
Fw=2-

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si {f < ‘x -1 |
< §, entonces Ijtx) -1 <0.1.

¥y

o — =

l.
0.

o= i

v
24 ¥

32. La grificade
fy=r=1

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si 0 < |x — 2|
< &, entonces |f(x) -3 | < 0.2,

¥
4 ——
3 —+

En los gjercicios 33 a 36, encontrar el limite L. Luego la § > 0 tal
que !f(x) — L] <0.01 siempre que 0 < |x — el <&

33, lm% (3x + 2)
p _x
3. lim (4 2)
3. lim (x>~ 3)
36, lim (x* +4)

x—=5

El simbolo ' sefiala un efercicio en el que se pide utilizar una computadora o un sistema simbo-
lico de digebra computarizado. La solucidn de los demds ejercicios también puede simplificarse

mediante el uso de la tecnologia apropiada.
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En los ejercicios 37 a 48, encontrar ¢l limite L. Luego utilizar la

definicién £ 3 de limite para demostrar que el limite ¢s L.

37. lim{x +3)

x—2

38, lim (2x + 9)

x—>=3
39. 11’r}_14 (%x - l]
40. 1im (3x +9)
Xl
41, |fm 3
x>0
42, Hn} (-1
43, lim ¥x
H. 1m Jx

45, lm |x — 2|
-2

46. lim |x ~ 3|
x—3

47. 1lim (x* + 1)
x—=1

48. lim (x* + 3x)

x—3—3

ﬁ Redaccién  En los ejercicios 49 a 52, representar la funcion con
una cemputadora y estimar el limite (si existe). ; Cuail es el do-
minio de la funcién? ;Puede detectar un posible peligro en la
determinacion del dominio mediante un mero anilisis de la gri-
fica que genera la computadora? Escribir unas lineas acerca de
laimportancia de examinar una funcién de manera analitica ade-
mas de hacerle graficamente.

Jx+5-3

9.l =
lim fle

50, f(x) :xzf—;i 3
I f {x}

51, f(x) = \%_795
limm ¥ {x)

52, fix} = ;139
lim f(x)

Desarrollo de conceptos |

53. Escribir una breve descripeion de lo que significa la nota-
cién lim f(x) = 25.
x—»8
54, Sif(2) =4, ;se puede sacar alguna conclusion con respec-

to al limite de fx) a medida que x tiende a 27 Explicar el
razonamiento.

55.  Siel limite de f{x) cuando x tiende a 2 cs 4, ; se puede sacar
alguna conclusidn con respecto a fi2}? Explicar el razona-
mignto,
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

56.

Tdentificar tres tipes de comportamiento relacionados con
la inex;stencia de un limite. Ejemplificar cada tipo con una
grafica de una funcicn.

57.

58.

59,

60.

H?‘ﬁl.

Joyeria  Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su cir-
cunferencia interna es de 6 cm.

a) ;Cudl es el radio del anillo?

b)  8i la circunferencia interna del anillo puede variar entre
5.5 y 6.5 centimetros, ;cudnto puede variar su radio?

¢) Utilizar la definicion £-8 de limite para describir esta si-
tuacién. Identificar £y 8.

Deportes  Un fabricante de articulos deportivos disefia una
pelota le golf que tiene un volumen de 2.48 pulgadas cibi-
cas.

a)  Cuil es el radio de la pelota de golf?

b)  Siel volumen de la pelota puede variar entre 2.45 y 2.51

pulgadas cibicas, ;cudnte puede variar su radio?

¢)  Utilizar la definicion &-& de Hmite para describir esta si-

tuac ién. Identificar £y 8.

Considerar la funcién fix) = (1 + x)**. Calcular el limite
Hm(l + 1 )"

x—30

mediante la evaluacion de f con valores de x cercanos a (.

Construy a la grafica de f.

Considerar la funcidén
1] x 1
Flx) = j*_’_‘Li
X
calcular
S - -1
P Bl |

x—3D X

mediantc la evaluacién de fcon valores de x cercanos a ). Cons-
truir la gréafica de f.

Andlisis grdafice  La atirmacion

x*—4

1fm —=4
=2 x — 2

significa yue a cada £> 0 le corresponde un > Otal que si 0 <
|x — 2] < & entonces

x* -4
x—2

-4 < Bl

51 e=10.00I[, enlonces

Utilizar una computadora para representar ambos lados de esta
desigualdad, Usando la funcién zoem, encontrar un intervalo
(2 — & 2 + & tal que la grifica del lado izquierdo quede por
debajo de la del miembro de 1a derecha.
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153

Andlisis grdfice La afirmacion

oox%*—3x
lim ——— =3
x—=3 X — 3

significa que a cada £> O le corresponde un §> (O tal que si 0 <
|x — 3| < &, entonces

- 3x }
— 3 < e
x—3 €

Si & = 0.001, entonces

_x2—3x_

x—3

3| < 0.001.

Utilizar una computadora para representar ambos lados de esta
desigualdad. Usando la funcidn zeomr, encontrar un intervalo
(3 — 8,3 + &) tal que la grifica del lado izquierdo quede por
debajo de la del miembro de 1a derecha.

¢ Verdadero o falso? En los ejercicios 63 a 66, determipar si la
afirmacion es verdadera o falsa. 8i es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que lo demuestre.

63. 5ifno estd definida en x = ¢, no existe el limite de f{x) cuando
X se aproximaac.

64. Siel limite de f{x) cuando x tiende a ¢ es 0, debe de existir un
ndmero & tal que fik) < 0.001.

65. Siflc) = L, entonces lim fix) = L.

66. Silim fic) = L, entonces fic) = L.

A=
67. Considerar la funcién fx) = Vix.
a) ;Eslim V/x = 0.5 una afirmacién verdadera? Explicar la
A—r
respuesta,
b) ;Es lim, V'x = 0 una afirmacién verdadera? Explicar la
r—=C
respuesta,

68. Redaccion La definicion de limite vista con anterioridad re-
quiere que fsea una funcién definida en un intervalo abierto
que incluya a ¢, excepto posiblemente en ¢. ;Por qué es nece-
sario este requisito?

69. Demostrar que si existe el limite de f{x) cuando x — ¢, ese
limite debe ser finico. [Sugerencia: Sea
limflx) =L, v limflx)=1L,

Eyarle A=l
y demostrar que L, = L,.]
70. Considerar la recta fix) = mx + b, donde m = 0. Aplicando la

definicidn -8 de limite, demostrar que lim fix) = mc + &.

X0
71. Demostrar que im f{x} = Lescquivalentealim [fx) — L] = 0.
= x—c

72. &) Dadoque

lim (3x+1)(3x = Dx’ +0.01=001

demostrar que existe un intervalo abierto (g, 5) que contiene al
0, tal que (3x + 1)(3x — 1)2* + 0.0t > 0 para todas las x# 0 en
(a. b).

b Dado que lim g(x) = L, donde L > 0, demostrar que existe
=3

un intervalo abierto (g, b) que contiene a ¢, tal que g(x) >
0 para todos los x # c en («, b).
Programacién  Enuna computadora programable, escribir un
programa que estime lim g(x).

- 73.

=y
Suponer que el programa sélo se aplicard a funciones cuyo
limite existe cuando x se aproxima a ¢. Sea y, = flx) y generar
dos listas cuyas entradas formen los pares ordenados

(e £[0.1]", fle £[0.1])

_ paran =0,1,2,3v 4
. 74. Programacidn Utilizar el programa elaborado en el ejerci-
cio 73 para estimar el limite
xt—-x—12

lim
: x— 4

x—4

Preparacion del examen Putnam

75. Inscribir en un circulo con radio 1 un rectingulo con base by
altura A, y un tridngulo isdsceles con base b, como se muestra
en la figura. ;Para qué valor de A tienen la misma drea el rec-

tingulo y el tridngulo?

b

76. Un cono recto tiene una base con radio | y una altura de 3. Se
inscribe un cubo dentro de €1, de tal manera que una de las
caras del cubo queda contenida en la base del cono., ;Cudlesla

longitud lateral del cuba?

Este problema fue preparade por el Commillee on the Putman Prize Competition. ©
The Mathcmatical Association of America. Todos los derechas reservados.
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NOTA  Cuando se tengan nuevas
notaciones o simbholos en matemdticas,
hay que cerciorarse de conocer cé6mo
se leen. Por ejemplo, el limite del
gjemplo lc se lec “el limite de x*
cuando x se aproxima a 2 es 47,
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Calculo analitico de limites

¢ Evaluar un limite usando las propiedades de los limites.

¢  Desarrollar y usar una estrategia para el cdlculo de limites.

*  Evaluar un limite usando técnicas de cancelacién y de racionalizacidn.

¢  Evaluar un limite usando el teorema del encaje o teorema del emparedado.

Proniedades o lus [rites

Enla seccién 1.2, se vio que el limite de fix) cuando x se aproxima a ¢ no depende del valor
de fen x = ¢. Sin embargo, puede darse el caso de que este limite sea f{c). En esta situa-
cidn, se puede evaluar el limite por sustitucion directa. Esto es:

h’mj(x) = f(() Soninr o

Las funciones con este buen comportamiento son continuas en ¢. En la seccidn 1.4, se
examinard con mds detalle este concepto.

TEOREMA 1.1 Algunos limites basicos
Si b y ¢ son nimeros reales y # un entero positivo:

1. limbk=56 2. limx=¢ 3 limx"=¢"
X—ag X—=C A—¥C

Demostracién  Para comprobar la propiedad 2 del teorema 1.1, es necesario demostrar
que para todo £> 0 existe un & < (¢ tal que lx—cl<e siempre que 0 < |x — ¢| < 8. Para
lograrlo, se hace & = £ Entonces, la segunda desigualdad lleva implicita a la primera,
como se muestra en la figura 1.16. Con ¢sto se realiza la comprobacidn. (Las comproba-
ciones de las demnds propiedades de los limites de esta seccidn se encuentran en el apéndi-
ce A o se analizan en los ejercicios.) [S——

EJEMPLO | Evaluacidn de limites basicos
I

al lim3=3 b)) limx=—-4 ¢} limx>=22=4

x—2 x——4 x—2

TEOREMA 1.2 Propiedades de los limites

Si b y ¢ son nimeros reales y # un entero positivo, fy g funciones con los limites

siguientes:
lim f{x} = L ¥ ll’_}m_ glx) =K
1. Muiltiplo escalar: lim [bf(x}] = bL
2. Suma o diferencia: )1(1_}H§ [foxg)]=L+K
3. Producto: !{1_1'3 [ flxg(x)] = LK
o SR L |
4. Cociente: al{l_r}rel e K siempre que K + 0

5. Potencias: ,ltl_rﬂ [fla] = L7
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se eligio por su parecido conumar - - para toda ¢ > (} s n es par:
mindsenla, para representar la patabra
latina radéx, que significa raiz. lim &/x = %/¢

CAPITULO 1  Limites y sus propiedades

EJEMPLO 2 Limite de un polinomio

. ‘ Propicdad 2.
lim (4x> + 3) = lim 4x* + lim 3
x—2 X2

x—2

= 4(1im XZ) + lim 3 Propicdad 1.
x—2

=2

Il

4(22) +3 Liemplo 1.

=19 Simplificando. ——

En el ejemplo 2, se observa que ¢l limite (cuando x — 2) de la funcidn polindmica p(x)
= 4x* + 3 es simplemente el valor de p en x = 2.

h’rg plx) = p(2) =422 + 3 =19.

Esta propiedad de sustitucién directa es valida para todas las funciones polindmicas y
racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado.

TEOREMA 1.3 Limites de las funciones polinémicas y racionales

Si p es una funcién polindmica y ¢ un niimero real, entonces:

lim p(x} = p{e).

X—=
Si r es una funcion racional dada por /(x) = p(x)/g(x) y ¢ un niimero real tal que g{c)
# 0, entonces

' _ e = Pl
)lgr} r(x) = rle) 70

EJEMPLO 3 Limite de una funcion racional

2
Encontrar el limite: 1im - * + 2
=l x+1

Solucidn  Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, se puede aplicar el teorema
1.3 para obtener
P+x+2 1P+1+4+2 4

=1 x+1 1+1 2

Las funciones polindmicas y racionales son dos de los tres tipos bésicos de funciones
algebraicas. El siguiente teorema se refiere al limite del tercer tipo de funcién algebraica:
las que contienen un radical. Ver la demostracién de este teorema en el apéndice A.

EL SIMBOLO DE RAIZ CUADRADA
El primer uso de un simtbolo para denotar a
1a raiz cuadrada data del siglo XvL. Al TEOREMA .4 Limite de una funcién radical
principio, los matematicos emplearon el
simbolo v/, que tiene s6lo dos trazos, Este

Si n es un entero positivo, el siguiente 1imite es vilido para toda ¢ si # es impar, y

A=
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El siguiente teorema aumentard notablemente su capacidad para calcular limites, ya
Que muestra cdmo tratar el limite de upa funcidn compuesta. Ver la demostracion de este
teorema en el apéndice A.

TEOREMA 1.5 Limite de una funcion compuesta

Si /'y g son funciones tales que lim 2(x) = Ly ]fTT} Flx) = f(L), entonces:
Xl X—>i.

lim f(g(e) = f(1im 09| = £ 1.

EJEMPLO 4 Limite de una funcion compuesta

a) FPuesto que

lim(x2 +4)=02+4=4 ¥ lim x =2

x—0 x—4

se sigue gue
lim /iZ 4= 4=2
b) Puesto que
lm (202 = 10) = 2(3%) — 10 =8y mé/i =2

se sigue que
lim 32— 10=3¥8 =2, ——

Se ha visto que los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por
medio de la sustitucidn directa. Las seis funciones trigonométricas bisicas también cuen-
tan con esta deseable propiedad, como se muestra en el siguiente teorema (presentado sin
demostracién).

TEOREMA |.6 Limites de funciones trigonométricas’

Sea ¢ un niimero real en el dominio de una funcién trigonométrica dada.

1. limsenx = senc 2. lim cosx = cos ¢
A—3g X—5C
| 3. limtanx = tanc 4, limcotx =cote
} = X3
\ 5. limsecx =secc a. limescx = cse ¢
‘ x—e e
\
|

EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonométricas

a) limtanx = tan{0) =0

=0

by  lim (xcosx) = (]im x)(

lim cosx] = qcos{m) = —7
X—Tr

X7 /

¢) lim sen?x = Hm {senx)? =02 =0
=0 x—0

* En Espaiia las funciones se abrevian asi: ser o = sen; coseno = cos; tangente = tg; cotangente = ctg;
secante = SeC; COSeCante = Cosec.
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S

g(x):x2+x+1

T T + x
=2 -1 1

fv g coinciden salvo en un punto
Figora 1.17

AYUDA DE ESTUDIO Cuando se
aplique esta estrategia al cédlculo de
limites, recordar que algunas funciones
no tienen limite (cnando x se aproxima
a ¢). Por gjemplo, el siguiente limite
no existe

Limites y sus propiedades

Una estrategia para el calculo de limites

En las tres pdginas previas, se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos limites
pueden calcularse mediante sustitucion directa, lo que aunado al teorema siguiente, permi-
ten desarrollar una estrategia para calcular limites, Ver la demostracién de este teorema en
el apéndice A.

TEOREMA 1.7 Funciones que coinciden en todo salvo en un punto .

Sea ¢ un ndmero real y fix) = g(x) para todo x # ¢ en un intervalo abierto que
contiene a ¢. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a ¢, entonces también
existe el limite de fix) y

lim f(x) = lim g(x).

EJEMPLO 6 <Calculo del limite de una funcién

‘;
L ¥ —1
Encontrar el limite: lim .
=1 x — 1

Solucién  Sea fix) = (x' — 1)/(x — 1). Factorizando y cancelando factores, f se puede

escribir como

(x—=D2+x+1)
=)

De tal modo, para todos los valores de x distintos de x = 1, 1as funciones f¥ g coinciden,

como se muestra en la figura 1.17. Puesto que el lim g(x) existe, se puede aplicar el teore-

x¥F 1.

flx) =

=x2+x+ 1 = glx),

ma 1.7 y concluir que f'y g tienen el mismo limiteenx = 1.

Loxt 1 - DT+ D)
lim = lim [Faclortiaar,
sl X — |1 x—l x—1
T x4 1) N
= lim - Cancelar Fuclores 1dénticos o laglores comunes.,
N} x—1
= Hl’l’l()c2 + x + 1) Aplicar ¢ weorema 1.7,
x—=1
=124+1+1 Ui sustitueion diveeti
=3 Simplificar. —

Una estrategia para el calculo de limites

1. Aprenda a reconocer cudles limites pueden evaluarse por medio de la sustitu-
cidn directa (estos limites se enumeran en los feoremas 1.1 a 1.6).

2. Siel limite de fix) cuando x se aproxima a ¢ #o se puede evaluar por sustitucion
directa, tratar de encontrar una funcién g que coincida con f para todo x distinto
de x = . [Seleccionar una g tal que el limite de g(x) se pueda evaluar por medio
de 1a sustitucion directa. ] ;

3. Aplicar el teorema 1.7 para concluir de manera analitica que |

lim f(x) = lim g{x) = g{c).

4. Utilizar una grdfica o una tabla para respaldar la conclusién.




X+x—6
x+3

Sflxy=

S no estd definida para x = —3
Figura 1.18

NOTA  Enla solucién del ejemplo 7,
cerciorarse de distinguir la utilidad del
teorema de factorizacién del dlgebra,
Este teorema establece que si ¢ es un
cero de una funcién polindmica,
entonces (x — ¢) es un factor del
polinomio. Por tanto, si se aplica
sustitucién directa a una funcidn
racional y se obtiene

yople_0
r(C}_q(C)fﬂ

puede concluirse que {x — ¢) es un
factor comuin de p(x) y de g(x).

Grafica incorrecta de f
Figura 1.19
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Técnicas de cancelacion y de acionaliziacion

En los gjemplos 7 y § se muestran dos técnicas para calcular limites de manera analitica.
La primera utiliza la cancelacidn de factores comunes y la segunda, la racionalizacién del
numerador de una traccidn.

EJEMPLO 7 Técnica de cancelacién

. . X2+ x—6
Encontrar el limite; lim “~—————
x—=—3 x+3
Solucion  Aunque se trata del limite de una funcién racional, no se puede aplicar el teo-
rema 1.3 debido a que el limite del denorninador es (.
lima(.x: +x—6)=0

T

lim PZx—6
r—=3 x+3

Lo =ushiiucid rdivecta Lfla

e lim (x +3) =0

r—=3

Puesto que el limite del numerador también es 0, numerador y denominador tienen un
Jactor comiin: (x + 3). Por tanto, para toda x # —3, se cancela este factor para obtener

P+x—6 _ (243 — 1) _
x+ 3 x+73

Jlx) = x— 2 = gl(x), x#F —3

Empleando el teorema 1.7, se sigue que

. X +x—6
fm ———

= lim(x—2 Aplicar el e remra 1.7,
i——73 x+ 3 x—>73( ) ~r
= -5, Losar sustitie S directa.

Este resultado se muestra de forma grafica en la figura 1.18. Observar que la grafica de la
funcién f coincide con la de Ia funcidn g(x) = x — 2, sélo que l1a grifica de ftiene un hueco
en el punto (—'3, *5). —

En el ejemplo 7, 1a sustitucidn directa produce la forma fraccionaria 0/0, que carece
de significado, denominada forma indeterminada porque no es posible (a partir s6lo de
esa forma) determinar el limite. Si al intentar evaluar un Hmite se llega a esta forma, debe
reescribitse la fraccion de modo que el nuevo denominador no tenga O como limite. Una
manera de lograrlo consiste en cancelar los factores idénticos o comunes, como se mues-
traen el gjemple 7. Otra manera consiste en racionalizar el numerador, como se hace en el
gjempio 8.

: CONFUSION TECNOLOGICA Puesto que las grificas de

P2+x—6

fly =

y gx) =x—2

difieren s6lo en el punto (—3, —5), la configuracién normal de una calculadora grafica
£ podria no distinguir entre ellas. No obstante, debido a la configuracién de puntos
(“pixeles”) ¥ a los errores de redondeo. quizd sea posible encontrar configuraciones de
pantalla que distingan las graficas. De manera especifica, aplicando el zoom repetidas
veeces cerca del punto (—3, —5) en la grafica de £, la calculadora podria mostrar fallas o
irregularidades que no existen en la gréfica real (ver la figura 1.19). Medificando la
configuracién de pantalla, podria obtenerse la grafica correcta de f,
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¥

A fx) = 7\”‘;“1
\*_______
1 1

El limite de {x) cuando x se aproxima
allesi
Figura 1.20

EJEMPLO 8 Técnica de racionalizacion

. Jx+1—1
Encontrar el iimite: lim ————.
x—0 X

Solncion  Utilizando la sustitucién directa, se obtiene la forma indeterminada 0/0.

lim(Vx +1-1)=0

. x=0
L NMx+1-—-1 - ) ‘ i
lfim—— Lo sustitueion divecta Lalli,
x—0) X N
o
“ limx =0
x—0

En este caso, se puede reescribir la fraccion racionalizando el denominador:

Jrrl=1 ‘/x+ll)(\/x+l+l)
X x \/m-Fl

(x+1)— 1
{Jx+1+1)

X
A J/x+ 1+ 1)
1
Jr+1+1°

Ahora, empleando el tearema 1.7, se puede evaluar el limite como se muestra a continua-
cidn:

xF#F0

PINEE Tk Wt N PR S
x—=0 X x—=0 Jx + 1 +1
]
T+l
1
T2

Una tabla o una grifica pueden servir para fortalecer 1a conclusion de que el limite es § (ver
la figura 1.20).

I:\ seaproRima e ceroe por la rguierda, > < VS0 dproximi & voro por la devecha.

x —0.25| —0.1 [—0.01 —0.001 0| 0001 | 0.01 0.1 (.25
flx) | 0.5359 0.5132i0.5013 0.5001 | 7| 0.4999 | 0.4988 | 0.4881 | 0.4721

JUay e uprosima (05, > < Fx) se aproxima a 0.5,

NOTA La técnica de racionalizacién en el cileulo de limites se basa en multiplicar por una forma
conveniente de 1. En el ejemplo 8, la forma apropiada es

Jxtl+l
Jrt1+1



i) S F) S 2 ()

¥

Squeda aqui
g

[ %) DU SRP

Teorema del encaje o teorema del
emparedado
Figura 1.21

{cos &, 5en @)
' (1, tan &)

Sector circular utilizado para demostrar
el teorema 1.9
Figura 1.22

PARA MAYOR INFORMACION
Para encontrar mds informacidn sobre
la funcién f{x) = (sen x)/x, ver el
articulo "The Function (sin x)/x” de
William B. Gearhart y Harris S.
Schultz en The College Mathematics
Journal.
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Teorema del encaje o teorer 1a del emparedado

El siguiente teorema se refiere al limtte de una funcién que estd “encajada” o “empareda-
da” entre otras dos, cada una de las cuales tiene el mismo limite en un valor dado de x,
como se muestra cn la figura [.21 (ver la demostracion de este teorema en el apéndice A).

TEOREMA 1.8 Teorema del encaje o teorema del emparedado

Si A(x) = flx) = g(x) para todos los > en un intervalo abierto que contiene a ¢, por la
posible excepcién de la propia c, y si

lim A(x) = L = lim g{x)
X—=C L=

entonces el Iim F(x} existe y es igual a L.
X—ri

En la demostracién del teorema 1.% se aprecia la utilidad del tearema del encaje o del
emparedado.

TEOREMA 1.9 Dos limites trigonométricos especiales

. Senx . 1 —cosx
1. lim—— =1 2, lim —— =
= X x—0 X

Pemostracion  Con el fin de evitar la confusién entre dos usos distintos de x, se presenta
la demostracién utilizando la variable 8. donde 8 denota un dngulo agudo positivo medido
en radianes. En la figara 1.22 se muestra un sector circular encajado o emparedado entre
dos tridngulos.

Faen

Area del tridngulo = Area del sector = Area del tridngulo
tan # a8 serL &
= - = —
2 2 2

Multiplicando cada expresién por 2/sen 8 resulta

1 @

cos @ senf

tomando sus reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

sen &
<
0
Puesto que cos 6 = cos (—8) y (sen 8)/8 = [sen (—6)]/(— 6, se concluye que esta des-

igualdad es valida para fodo @distinto de cero dentro del intervalo abierto (— 7/2, z/2). Por

ultimo, dado que lim cos 8 = 1 y Iim | = 1, se puede aplicar el tcorema del encaje o teo-
00 g0

rema del emparedado para concluir que lim (sen /0 = 1, La demaostracién del segundo
60

cos } £

limite se deja como ejercicio para el lector (ver el ejercicio 120). —
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=0

rol
]

-2

El limite de f{x) cuando x se aproxima
alesl
Figura 1.23

sen 4,
glay ="

E'J
d

El limite de g(x) cvando x se aproxima
alesd
Figura 1.24

Limites y sus propiedades

EJEMPLO 9 Un limite en el que interviene una funcién trigonométrica

tan x

Encontrar el limite: lim
x-0 X

Solucidén  La sustitucién directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0. Para
resofver este problema, se puede escribir tan x como (sen x)/(cos x) y obtener

. tanx . {senx 1
limi =lim|— || —|.
= X =0 X cOs X

Ahora, puesto que

L Senx . 1
lim— =1 y lim
=0 X x—=0D COS X

=1

se puede obtener

jim ALY (h’m Seﬂ)(lfm 1 )

x—0 COS X

I
——
=
P
-

(Ver la figura 1.23.)

EJEMPLO 10 Un limite en el que interviene una funcién trigonométrica

. . sendx
Encontrar el limite: 1im ———,
x—0 X

Solucion  La sustitucién directa tiene como resultade la forma indeterminada (/0. Para
resolver este problema, se puede escribir el limite como

lim

lim
—0  4dx

x—0 X

Multiplicar y dividir entre .

sen d.x _ 4( sen 4x)‘

Haciendo ahora y = 4x y observando que x — 0 si y sélo si y — 0, se puede escribir

. sendx . sendx
lim = 4| lfm ——
=0 X =0 4x

= 4(11’111 Seﬂ)
y—=0oy
= 4(1)

(Ver la figura 1.24.)

TECNCLOGIA Utilizar una calculadora para confirmar los limites de los ejemplos y
conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 1.23 y 1.24 muestran las gréficas de:

tan x sen 4x

flx) = . y glx) = .

X

Observar que la primera grifica parece contener el punto (0, 1) y la segunda al punto
(0, ), 1o cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10.
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Ejercicios de la seccion 1.3

ﬂ En los ejercicios 1 a 4, utilizar una computadora para represen-

tar graficamente 1a funcién y estimar los limites de manera visual. 35, Jm tand = 36.  Ym sec| -
1. Alx) = x* — 5% 2, glx) = ;2(‘& _i) En los ejercicios 37 a 40, utilizar la informacién que se expone
x—9 para evaluar los limites.
@) M () @ lim glx) 3. lim flx) = 2 38, limflx) =3
b) Jm, he) P) lim 5() lim glx: = 3 tim g() = 3
3. = XC08 X 4. Ho=1lr—4 e o
fe x( ) 0 = } | @ i [S¢(x)] @ lim [47(x)]
a} Him fx a) lim f{; ¥ e
0 o b) dine [f() + gl}] b) lim [fx) + g(x)]
B) lim f(x) by lim f() = ] e
o o ¢y i [fix)glx)] @) lim [£x)g(x)]
En los ejercicios 5 a 22, calcular el limite. & lim flx) 4 lim Fits)
) x— g(x) Xre g(.r)
5. lim x* 6. lim .’ 39, limfix =4 40, 1im fx) = 27
7. i (2x =) 8 Jim (x+2) @) lim [Fx)F @) lim Y70
9, lim (x* + 3x 10, lim (—x% -+ 1 .
P (x ) iy (- ) by i SF(x) b) lim%
x o r=e
: 2 . 19,2 .
e tim @ et D) 12 i (30 - 200+ 4) & i [3(0)] o lim [F)]?
. /2 o [ 2/3
13. lim L 14, 1im 2 d) li" [Fix] d) ltgl‘l: [£(]
X2 X —-3x+ 2
15. 1im xz —3 16, lim 2x * 3 En los ejercicios 41 a 44, utilizar la gréfica para dc.atermi‘nar el
=ttt 4 x23 X+ 3 limite (si existe) de manera visual. Escribir una funcién més sim-
Sx va+ ple que coincida con la dada, salvo en un punto.
17. lim 18. 1im
=7 e+ 2 =3 x—4
— -2+ x _x?—3x
19, Jim NOE 20, 1im 35 + 3 41 glx) = —— 42, Hx) = —
X— x—4
2L lim (x + 3)? 2. lim (26 — 1)} 1 1
x——4 =0 \ B
3 —2-1
En los ejercicios 23 a 26, encontrar los limites, .1
2, flx)=5-x glx) =53 -3
@ lim f(x) b) lim g(x) &) lim g(f{x}) { x 5
x— x— X 3 g _= 1
24 fl=x+7, gla) =2
@ lm f0) 8 lim gl o lim g(f(x) @) I glx) @) Y, 5
25 fl =4 gl = Vr T b) Ui glx) b) i k)
ay Hm fix) k) lim g(x) ¢) lim g{ £ (x)) RN x
. i il 43, gly) = 4. flx) =5
26, fl)=2x2 -3+ 1, glx}=3x+ 6 v AT T
. o . . . ¥ ¥
a) lim flx) by lim glx) ¢) tim g( f(x)) |
2 .
En los gjercicios 27 a 36, encontrar el limite de la funcién 1 E k
trigonométrica. b .
27. h’mf s8N x 28. lim tanx o 203
29. lim cos = 30. lim sen o 2R
x—2 3 x—+1 2
3. h’rr(l) sec 2x 32, lim cos3x a) 12}} f)
33.  lim senx M. lim cosx by lim glx) b)) lim f(x)
x—51/6 £—=5m/3 =30 x=0
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En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite de la funcidn (si
existe). Escribir una funcién més simple que coincida conla dada
satvo en un punto. Utilizar una computadora para confirmar el
resultado.

£ -1 2P —x-3
4. I 46, lim 2o —*23
xj)n—ll x+ 1 6 KE)n—ll x+1
a7, lm 2 48, lm 2]
C =2 x— 2 Yoasorx+ 1

En los ¢jercicios 49 a 62, encontrar el limite (si existe).

x5 . 2-x
4. }LIE xr—25 S0- }]-Eré xt— 4
Pr+x—6 ¥ —5x+4
51, lim ————— 52, lim———
-y g L e w—
+ 5 — Sy —
53, i 25— 5 sa. g YITEZ V2
x—i] X x—) X
Jr+5 - /x+ 1 —
55, fim AT T3 s6. mYrtl -2
x—4 x— 4 x—3 x—3
1/(3 + — {1 ¢+ —
SN VR I 2 NN (N 02
x—0 X x=0) X
Ax + Ax) — 2o 2
59, i 2T AN D2 60, i ET A X
Ax— Ax Ax- 0 Ax
+ 2 _ — (y2 — Iy
6l ifm x+AxP —2x+Ax)+ 1 — (2= 25+ 1)
Ar—0 Ax
C+ 3 _ 43
62 i LT AX -0
Ayl Ax

. Andlisis grdfico, numérico y analitico  En los ejercicios 63 a 66,
utilizar una computadora para representar graficamente la fun-
cién y estimar el limite. Emplear una tabla para respaldar 1a
conclusion. Posteriormente, calcular el limite empleando méto-
dos analiticos.

J V — —
63. lim Sitd- 2 64, lim v/x
x=0 x ile X — 16
-+ —_ e
65, lim A ETRI=W) Lo 0 =32
x=0 X =2 X —

En los ejercicios 67 a 78, determinar el limite (si existe) de la
funcién trigonométrica.

sen — E
67. lim o 68. lim S —cos1)
=0 3x =0
scnx(1 — cos x) cos f tan f
3 1’ - . It _— 7
69. lim . 70, %133] P
sen? ; 2
71. lim t 72. lim fany
=D X x=0 X
(1 = cos h)?
73. lim ~———— . il
T 7. Jin ¢secé
75, lim % 76, lim ——ANX_
x—mi2 COLX x—m/48ENX — COS X
77. lim sen 3f
-0 2t
. sen2x . . (2sen2x 3x
78. 11_1)1(1) sen 3x [Sugerencza. Encontrar PB})( 77 )(3 p— 3x) ]

. Andlisis grdfico, numérico y analitico  En los ejercicios 79 a 82,

utilizar una computadora para representar grificamente la fun-
cién y estimar el limite. Emplear una tabla para respaldar la
conclusién. Posteriormente, calenlar ¢l limite empleando méto-
dos analiticos.

29, lim sen 3¢ 80, lim COs X 2— 1
=0 1 x—i) 2x
. senx?’ L, senx
81. }1% P 82. ch1_r)ré R
En los ejercicios 83 a 86, encontrar lim w
Ax—0 Ax
83, fx)=2x+3 84, flx) = Jx
8. flo =2 86. flx) = 4t

En los ejercicios 87 v 88, utilizar el teorema del encaje o teorema

del emparcdado para calcular lim f{x).
r—

87. ¢=20
4 — < flx) £ 4+ 07
88. c=u

b-|x—a|lsfl<b+|x—a

. En los ejercicios 89 a 94, utilizar una computadora para repre-

sentar graficamente la funcién dada y las ecuaciones y = [x| ¥

y = —|x| en una misma ventana. Usando las grificas para visuali-
zar el teorema del encaje o del emparedado, calcular lim f(x)
il

89. f(x) = xcosx
91. [f(x) = |x| senx

90. F(x) = |xsenx|
92, f(x) = |x| cosx

i 1
93, flx) =x sen 94. hlx) = x cos

Desarrollo de conceptos

95. En el contexto del célculo de limites, analizar gué se quiere
decir mediante las funciones que concuerdan salvo en un
punto.

96. Elaborar un ejemplo de funciones que concuerdan salvo en
un punto.

97. ;Qué se quiere decir con indeterminacién o forma indeter-
minada?

98, Explicar el teorema del encaje o teorema del emparedado.

- 99, Redaccion Utilizar una computadora para hacer la represen-

tacién gréifica de

SCILX

Flx) = x glx) =senx, y hlx) = =

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de fx} y g{x)
cuando x se acerca a . Utilizar 1a comparacién para escribir
un breve pérrafo en el que se explique por qué

m Alx) = 1.
x>0



. 100. Redaccién Utilizar una computadora para graficar

|
Sen- X

Fx = x, glx) = sentx, v hix) =

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de fix) v g{x)
cuando x se acerca a (0, Utilizar la comparacién para escribir

un breve parrafo en el que se explique por qué

h’n& hAx) =10

Objeto en caida libre  En los ejercicios 101 y 102, utilizar la fun-
cién de posicidn s(z) = —16£ + 1 000, que da la altura (en pies)
de un objeto que lleva cayendo ¢ segundos desde una altura de
1 000 pies. La velocidad en ¢l instante f = a segundos estd dada

por

. sle) — sly)
lim —mm——,
Fa a—t

101. Si a un albafil se le cae una herramienta desde una altura de
1 000 pies, ja qué velocidad estard cayendo luego de 5 segun-

dos?

102, 5i a un albafil se le cae una herramienta desde una altura de
1 000 pies, ;cudnto tiempo tardard ésta en llegar al suelo? ;A

qué velocidad se producird el impacto?

Objeto en caida libre  En los ejercicios 103 y 104, utilizar la fun-
cién de posicién s(#) = —4.9¢ + 150, que da la altura (en metros)
de un objeto que cae desde una altura de 150 m. La velocidad en

el instante ¢ = e segundos estd dada por

. §{a) — (0
lim ————.
t—a a—t

103. Determinar la velocidad del objeto cuando ¢ = 3,

104, ; A qué velocidad golpeard el suela?

105. Encontrar dos {unciones fv g tales que lim f{x) y lim g(x) no
x—( =0

cxistan, pero s lim [fx} + g0l
r—0

106, Demostrar que si lirgf(x} existe y 1fm [f{x) + g(x)] no existe,
pay =0

entonces lim g(x) tampoco existe.

X3

107. Demostrar la propiedad | del teorema 1.1.

108. Demostrar la propiedad 3 del teorema 1.1. (Se puede utilizar

la propiedad 3 del teorema £.2.)
109. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.2.
110. Demostrar que si hm fix) = 0, entonces l1rn [fix) = 0.

111. Demostrar que si hmﬂx) Oylgx)| = M para un namero {ijo

My todas las x # ¢, entonces lim fxyg(x) =

T

112. @} Demostrar que silim [fx}] = 0, entonces lim f{x) = 0.
A Frry

(Nota: Este gjercicio es inverso al del problema 110.)
b) Demostrar que si hmﬁx) =1 entonces 11m x| = |L].

[Sugerencia: Luhzar la desigualdad ||f(1)| = L] = 1fix)

=11

" 122. Razenumiento grdfico Considerar f(x) =

SECCION 1.3 Cilculo analftico de Iimites oY

& Verdadero o falso?  En los ejercicios 113 a 118, determinar si
la afirmacién es verdadera o falsa. Si es falsa explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

113. 1im E =1

=0 X

114. lim St 1

X=3TT

115, Sifix) = g(x) para todos los nimeros reales distintosax = 0,y

llmj( ) = L, entonces Iir% alx) = L
X

x=

116, Silim ¢(x) = L, entonces f(c) = L.

117 1" (“:)—’%d de fl) =10 * =2
'xl—r};laf'r_” Unefme, x> 2

118. Si f(x) < glx) para todas lasx # g, entonces

lim () < lim g(x).
A—>a X—rid

119. Para pensar Enconirar una funcidn f que muestre que el
recipreco del ejercicio 1126 no cs verdadero. [Sugerencia:
Buscar una funcidn fral que lim |[f{x)| = |L], pero donde lim f{x)

A=l X

no exisla.]

120. Demostrar la segunda parte del teorema 1.9 probando que

1 - COs X
Iim — =1
roal X
‘ (0, sixesracional
121. Scan f x) = . L
1, sixesirracional
y
_ [0, si.x es racional

g x) = l’“*

si x es irracional.
Calculir (si es posible) 1im fix) ¥ lim g{x).
x—0 Xl

secx — |
X7

) Determinar ¢l dominio de 7.

b Wilizar una computadora para hacer la representacidn
grifica de f. ; Resulta evidente el dominio de fa partir de
la gratica’ Si no es asi, explicar por qué.

¢) UWiilizar la gralica f para calcular lriilrl}ﬂx).

d) Confirmar la respuesta del apartado ¢) utilizando el mé-
to o analitico.

123. Aproximacion

1 —cosx
a) Caleular lim —— - —.
x=0 X

by Uilizar al resultado del apartade anterior para obtener la
aproximacidn cos x = 1 — yx” para x cercanas a (),
¢} Anlicar el resultado del apartado /) para estimar cos {0.1).
dy ilizar una computadora para estumar cos (0.1) con
cuutro decimales, Comparar el resultado con el del apar-
tado ¢).
124. Para pensar Al utilizar un dispositivo tecnoldgica para ge-
nerar una tabla con el fin de estimar h’m0 [(sen x}x], un estu-
A=

diante .aca en conclusidn que el limile, y no 1, era 0.01745,
Deterrinar Ja probable causa del error.
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. Secciéon 1.4

De modo informal, se podria decir
que una funcién es continua en un
intervalo abierto si su gréfica se
puede dibujar sin levantar el i4piz
del papel. Utilizar una computadora
para representar grificamente las
siguientes funciones en el intervalo
indicado. A 1a vista de las graficas,
£qué funciones se dice que son
continuas en dicho intervalo? ; Se
puede confiar en Ios resultados
obtenidos graficamente? Explicar el
razonamiento.

Funcidn Intervalo
@ y=x+1 {(—-3.3)
| _
b y=T5 {(—3.3)
sSenx .
ey y=-7 (= m)
-4 _
d)y=x+2 (=3.3).
)y = [2x—4,, x<0 3.3
e y= x+1, x>0 ’
PARA MAYOR INFORMACION

Para obtener mds informacion sobre cl
concepto de continuidad, ver el
articulo “Leibniz and the Spell of the
Continuous” de Hardy Grant en The
College Mathematics Journal.

Limites ¥ sus propiedades

Continuidad y limites laterales o unilaterales

¢  Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto.

«  Determinar limites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado.
¢  Usar propiedades de continuidad.

¢«  Comprender y aplicar el teorema del valor intermedio.

Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

En matemdticas, el término continue tiene el mismo significado que en su uso cotidiano.
Decir, de manera informal, que una funcién es continua en ¥ = ¢ significa que no hay
interrupcion de la grafica de fen ¢. Es decir, la grifica no tiene saltos o huecos en ¢. En la
figura 1.25 se identifican tres valores de x en los que la grifica de fno es continua. En los
demds puntos del intervalo (a, b), la grifica de f no sufre interrupciones y es continua.

flc)no

estd definida

lim f(x)

X

no existe

|
|
|
|
|
t
t
'
'
'
1
|

~

lim fx) £fe)

.

x

P s i
o o TN P

{ i {
' o { ‘ !
h a ¢ b

Existen tres condicianes para las que la grafica de fno es continnaenx = ¢
Figura 1.25

En la figura 1.25, parece que la continuidad en x = ¢ puede destruirse mediante cual-

quiera de las siguieates condiciones.

1. La funcidn no estd definida en x = c.
2. No existe el limite de flx)enx = c.
3. El limite de f{x) en x = ¢ existe, pero no es igual a f{c).

Si no se da ninguaa de las tres condiciones anteriores, se dice que Ia funcidin fes

continua en ¢, como lo sefiala la importante definicién que sigue.

Definicion de continuidad

Continuidad en un punto:
condiciones siguientes:

Una funcién f es continua en ¢ si se satisfacen las tres

1. flc) estd definida.

lim f(x) existe.
X—C
3. limf(x) = flc).
X—=C
Continuidad en un intervalo abierto: Una funcién es continua en un intervalo

abierto {a, &) si es continua en cada punte del intervale. Una funcidn continua en la
recta de los nimeros reales enteros (—e<, <) es continua en todas partes.




[

Q,-_.--___
[
>

a} Discontinuidad evitable o removible

b) Discontinuidad inevitable o no removible

¥

T } X
b

¢) Discontinuidad evitable o removible

Figura 1.26

AYUDA DE ESTUDIO  Algunas ve-
ces se llama a la funcion del ejemplo
la “discontinua”. Pero se ha encon-
trado que esta terminologia es confusa.
Es preferible decir que la funcidn es
discontinua o mejor gue es una
discontinuidad en x = (.

SECCION 1.4 Continuidad y Iimites laterales o unilaterales 71

Considerar un intervalo abierto f que contiene un ndmero real ¢. Si una funcién festd de-
tinida en J (excepto, posiblemente, en ¢} y no es continua en ¢, se dice que f tiene una dis-
continuidad en ¢. Las discontinuidades se clasifican en dos categorias: evitables o removibles
e inevitables o no removibles. Se dice que una discontinuidad en ¢ es evitable o removible si
J se puede hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente fc). Por gjemplo, las
funciones en las figuras 1.26a y ¢ presentan discontinuidades evitables o removibles en ¢,
mientras que la de la figura 1. 265 presenta una discontinuidad inevitable o no removiblesen ¢

EJEMPLO | Continuidad de una funcién

Analizar la continuidad de cada funcién.

w2 =1 _ x+1, x<0Q
x—1 2+1, x>0

@ =T B )= &) y= senx

Solucién

a) El dominio de f lo constituyen todo: los nimeros reales distintos de cero. A partir del
teorema 1.3, se puede concluir que f es continua en todos los valores de x de su domi-
nio. En x = 0, f tiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura
1.27a. En otras palabras, no hay modoe de definir f{0) para hacer que la nueva funcién

*a continua en x = 0,

b) _ldominio de g lo constituyen todos los nimeros reales excepto x = 1. Aplicando el
teorema 1.3, se puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su domi-
nic. En.x = 1, la funcién presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en la
figura 1.275. 8i g(1) se define como 2, la *nueva” funcién es continua para todos los
nimeros reales.

c) El dominio de 4 estd formado por tedos los nimeros reales. La funcidn £ es continua
en{—ee, () y en (0, o), y puesto que lim A(x) = 1, & es continua en toda la recta real,
como ilustra la figura 1.27¢. 0

d) El dominio de y estd conformado por todos los niimeros reales. Del teorema 1.6, se
puede concluir que la funcién es continua en todo su dominio (—ee, =), como se
muestra en la figura 1,274,

-1

\_] 1.

a) Discontinuidad inevitable o no removible en x = (

b) Discontinuidad evitable o removibleenx = 1
¥ ¥

y=senx

2__
h(x):{x+1, x<0 / .

o -
i)

¢) Continoa en toda la recta real
Figura 1.27

d} Continua en toda la recta real
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X se aproxima a
¢ por la derecha

c<X
a) Limite por la derecha
y
X € aproxima

ac porla
izquierda

C>Xx

b) Limite por la izquierda

Figura 1.28
3 —
f=+4-%*
I —_
2 L2
_l -t

E} limite de f{x) cuando x se aproxima

a —2 por la derecha es 0
Figora 1,29

¥

x

Foo =10
201 *—0
1T+ *—0
t i < | }
-2 -1 | 2 3
—
— -2+

Funcidn parie entera o mayor entero
Figura 1.30

Limites ¥ sus propiedades

Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Para comprender la nocidn de continuidad en un intervalo cerrado, es necesario estudiar
antes un tipo diferente de limite, llamado limite lateral. Por gjemplo, el limite por la
derecha significa que x se aproxima a ¢ por valores superiores a c (ver la figura 1.28a).
Hste limite se denota

Im fl(x} = L.

x—e*

Limite por la derechu.

Del mismo modo, el limite por l1a izquierda significa que x se aproxima a ¢ por valores
inferiores a ¢ (ver la figura 1,285). Este limite se denota

Litmile por fa squierdi.

lim flx) = L.

Los limites laterales son 1itiles al calcular limites de funciones que contienen raices. Por
ejemplo, si r es un entero dado

lim ¥x=0.

x—0*

EJEMPLO 2 Un limite lateral

Encontrar el limite de f(x)= 4 - x* cuando x se aproxima a —2 por la derecha.

Sohicién  Como se muestra en la figura 1.29, el limite cvando x se aproxima a —2 por la
derecha es

lim 4 —x2 =0.

x—=—2% —

Los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las funcio-
nes escalén. Un tipo comtin de funcidn escaldn es ia funcién parte entera o mayor entero
|[x]|, que se define como

Exﬂ = mayor entero » tal que n =x Funcidn mayor entero,

Por ejemplo, [2.5] =2y |[—2.5]] = =3,

EJEMPLO 3 La funcién parte entera o mayor entero

Caleular el limite de la funcidn parte entera o mayor entero f{x) = (x| cuando x tiende a 0
por la izquierda y cuando x tiende a (} por la derecha.

Solucidn  Como se muestra en la figura 1.30, ¢l limite cuando x se aproxima a 0 por la
izquierda estd dado por

lim [x] = —1

=0
mientras que el limite cuando x se aproxima a () por la derecha estd dado por

lim [x] = 0.

x—0*
La funcién parte entera 0 mayor entero no es continua en 0 debido a que Jos limites por la
izquierda y por la derecha en ese punio son diferentes. Mediante un razonamiento similar, se

puede concluir que la funcién parte entera o mayor entere tiene una discontinuidad en cual-
quier entero 7.
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Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite (bilate-
ral} no existe, como lo explica el siguiente teorema. Su demostracidn se obtiene directa-
mente de la definicion de limite lateral.

TEOREMA |.10 Existencia de un limite

Si fes una funcidn v ¢ y L son nimero-~ reales, el limite de f{x) cuando x se aproxima
acesLsiysdlosi

lim f(x) = L ¥ lim f(x) = L.

A= X

El concepto de limite Jateral permite extender la definicidn de continuidad a los inter-
valos cerrados. Basicamente, se dice que una funcidn es continua en un intervalo cerrado
si es continua cn el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los extremos. Esto
se enuncia de manera formal como sigue.

Definicion de continuidad en un intervalo cerrado

Una funcién fes continua en un intervalo cerrado [a, #] si es continua en el inter-
valo abierto (¢, b) v

xli)r? flx) = fla) ¥ A]LT flx) = fb).

La funcién fes continua por la derecha en ¢ y continua por la izquierda en 5 (ver
la figura 1.31).

B
—
=

Funcidn continua en wn intervalo cerrado .. . . . .
Figora 1.31 Se pueden ecstablecer definiciones andlogas para incluir la continuidad en intervalos

con la forma (a, ] 0 [a, #), que no son abiertos ni cerrados, o en intervatos infinitos. Por
gjemplo, la funcion

o) = Vx

es continua en el intervalo infinito [0, =<}. y la funcidn

g) = V2 —x

es continua en ¢l intervalo (—ee, 2].

EJEMPLO 4 Continuidad en un intervalo cerrado

Analizar la continuidad de f(x)=+1—x".

v

Solucion  Eldominio de fes el intervalc- cerrado | — 1, 1]. En todos los puntos del interva-

Fo=+1-%° lo abierto (—1, 1), la continuidad de fobedece a los teoremas 1.4 v 1.5, Ademés, dado que
1
11'1'1’1l+ V1= X =0= f(_ 1) Contingape brdierechs,
L=
¥
-1 1 lim /1 — x* =0 =f(l) Centing wpo du scuionla,

x—=>1

Funcion continua en[— 1, 1] se puede concluir que fes continua en el intervalo cerrado [— 1, 1], como se ilustra en la

Figura 1.32 figura 1.32, —
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V=0.08213T+22.4334

(=273.15,0)

T T T
-300  -200 —100 100
El volumen del hidrdgeno gasenso depende
de su temperatura

Figura 1.33

En 1995, los fisicos Carl Weiman y Eric
Cornell, de Ja Universidad de Colorado
en Boulder, utilizaron laser y
evaporacion para producir un gas
superfrio en el que los tomos se
superpenen, Este gas se denomina
condensado Bose-Einstein, “Estuvimos a
menos de una milmitlonésima de grado
del cero absoluto™, informo Wieman.
(Fuente: Time Magazine, 10 de abril,
2000)

Limites y sus propicdades

El siguiente ejemplo muestra cémo se puede aplicar un limite lateral con el fin de
determinar el cero absoluto en la escala Kelvin.

EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto

En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han obtenido
temperaturas de aproximadamente 0,0001 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cero
absoluto. De hecho, existen evidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar el cero
absoluto. ; Cémo determinaron los cientificos que 0 K es el “limite inferior” de la tempera-
tura de la materia? ;Cudl es 2l cero absoluto en l1a escala Celsius?

Solucién La determinacién del cero absoluto proviene del trabajo del fisico francés
Jacques Charles (1746-1823), quien descubrié que el volumen de un gas a presién cons-
tante crece de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra
la relacion entre volumen y temperatura. Una mol de hidrdgeno se mantiene a una presién
constante de una atmdsfera; el volumen V se mide en litros y la temperatura T se mide en
grados Celsius.

r —40
V [ 19.1482

60
27.3612

-20 0
20.7908 | 22.4334

20
24.0760

40
25.7186

80
29.0038

En la figura 1.33 se muestran los puntos representados en la tabla. Empleando dichos
puntos, también se puede determinar que 7'y V se relacionan a través de la ecuacién lineal

V — 22,4334

V = 008213T + 22.4334 0 0.08213

T:

Mediante €] razonamiento de que el volumen del gas puede tender a 0 {pero nunca ser
igual 0 menor que cero) se puede concluir que la “temperatura minima posible” se obtiene
por medio de

W T = lim ¥ 224334
V0~ vt 008213
= w Bustitucidn diveeta,
0.08213
= —273.15.

De tal manera, el cero absoluto en 1a escala Kelvin (0 K) es de aproximadamente —273,15°
en la escala Celsius, —————

La tabla que se encuentra a continuacién muestra las temperaturas del ejemplo 5, en la
escala Fahrenheit. Repetir la solucién del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas y voli-
menes, Utilizar el resultado para determinar el valor del cero absoloto en la escala Fahrenheit.

T —40
V1 19.1482

—4
20.7908

32
22.4334

68
24.0760

104
257186

140
27.3612

176
29.0035

NOTA Laley deCharles para los gases (suponiendo una presidn constante) puede enunciarse como
V=RT

Ly de Charles.

donde V es el volumen, R es una constante y 7 es la temperatura. En este enunciado de la ley, jqué
propiedad debe tener la escala de temperaturas?




Bettmann/Latin Stock Meéxico

AUGUSTIN-Lowis Caucny (1789-1857)

El concepto de foncitn continua fue
presentado por vez primera por Augustin-
Lontis Cauchy en 1821, La definicion
expuesta en su texte Cowrs &' Anolyse
establecia que las pequeiias modificaciones
indefinidas en p eran resuftado de tas
pequefias modificaciones indefinidas en .
... fix) serh una funcién continyasi. ..
los valores numéricos de la diferencia

fix + o) — fix) = 0 de forma indefinida
con los de e,
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Propiedades de la continuida.

Cada una de las propiedades de los limites analizadas en la seceién 1.3 genera una propie-
dad correspondiente relativa a la continwdad de una funcién. Por ejemplo, el teorema 1.11
es consecuencia directa del teorema 1.2.

TEOREMA |.I1 Propiedades de la continuidad

Si b es un ntimero real v £y g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes funcio-
nes también son continuas en c.

Miiltiplo escalar: bf
Suma y diferencia: f+ ¢

.

K

Producto: fg

N

Cociente: i sigle)#0

Las funciones de los tipos siguientes sor continuas en sus dominios.

1. Funciones polindmicas: pxy=ax" +a,_ """+ +axta
2. Funciones racionales: r(x) = ;gg, glx) # 0
3. Funciones radicales: flx) = &/x

4. Funciones trigonomeétricas: sen x, cos x, tan x, cot x, SeC X, CSC x

Combinando el teorema 1.11 con esta sintesis, se puede concluir que una gran varie-
dad de funciones elementales son continuas en sus dominios,

EJEMPLO & Aplicacion de las propiedades de la continuidad
L]

Por el teorema 1.11, cada una de las sigiientes funciones es continua en todos los puntos
de su dominio.

flx) = x +senx, flx)=3tanx, flx) =

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 1.5, permite determinar la continui-
dad de funciones compuestas, como

flx) =sendx, Fflx)=-/x+1, Fflx}=tan lr

TEOREMA 1.12 Continuidad de una funcién compuesta

Si g es continua en ¢ y fes continua en g(c), entonces la funcién compuesta dada por |
(f = ©(x) = Agfx)) es continua en ¢,

Una consecuencia del teorema 1.12 es que si fy g satistacen las condiciones seflala-
das, es posible determinar que el limite e fig(x)) cuando x se aproXima a ¢ es

lim f{glx)) = f(g())-
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EJEMPLO 7 Prueba de la continuidad

Describir el intervalo o intervalos donde es continua cada funci6n.

1
e) f(x) =tanx B glx) = sell o

]

Solucion

xsenl, x+0
X

0, x=10

) hix) =

a} La funcién tangente f{x) = tan x no estd definida en

T
xX=—_+nmw

2

En todos los demés puntos es continua. De tal modo, flx) = tan x es continua en todos los

intervalos abiertos

como muestra la figura 1.34a.

b) Puesto que v = 1/x es continua excepto en x = {0 y la funcién seno es continua para
todos los valores reales de x, resulta que vy = sen {1/x) es continua en todos los valores
reales salvo en x = 0. En x = 0, no existe el limite de g{x) (ver el ejemplo 5 de la
seceion 1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos (—ee, () y (0, se), como se

muestra en la figura 1.34b.

¢) Esta funcidn es parecida a la del apartado b), con excepcidn de que las oscilaciones
estdn amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del encaje o teorema del

cemparedado, se obtiene

—ix{sten%S|x|, x*0

y se puede concluir que

lim #(x) = 0.

x—0

De tal manera, / es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura 1.34c¢,

e
j

U S O
e e e e e - - - — - - _ T

e e e e e — e . ____°Z=

x
— I
T T O A, R
i 1
a0 = sen . x =0
Sflx)=tan x 0, x=0
a) fescontinua en cada intervalo B) gescontinna en{—ee, () y (0, )

abierto de su dominio
Figura 1.34

donde # es un entero,

y=|x|

1
v=—lx| h(x}={xsen)—c,x¢0
0, x=0

¢} hescontinua en toda la recta real
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Teorema del valor intermedi

El teorema 1.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones
coniinuas en un intervalo cerrado.

TEOREMA .13 Teorema del valor intermedio

Sifes continua en el intervalo cerrade [«, #] y & es cualquier nimero entre fla) v fih),
existe al menos un numero ¢ en |g, b tal que

fley=k

NOTA  El teorema del valor intermedio asezura que existe al menos un ¢, pero no proporciona un
método para encontrarla. Tales teoremas se «lenominan teoremas de existencia.

Al consaltar un libro de cdleulo aviinzado, se observard que la demostracion de este
teorema se basa en una propiedad de los nimeros reales denominada “completitud”, El
tearema del valor intermedio establece que para una funcién continua f, si x recorre todos
los valores desde a hasta b, entonces f{x' debe asumir todos los valores entre fla) y Ab).

Como ejemplo sencille de este hecho, tomar en cuenta la estatura de las personas.
Supongarnos gue una nifia media 1.52 w al cumplir 13 afios y 1.70 m: al cumplir 14 afios,
entonces, para cualquier altura £ entre 1.52 y 1.70 m, debe existir algin momento ¢ en el
que su estatura fue exactamente de /. Esto parece razonable debido a que el crecimiento
humano es continuo y la estatura de unu persona no cambia de un valor a otro en forma
abrupta.

El teorema del valor intermedio garuntiza la existencia de af menos un nimero c en el
intervalo cerrado [a, B]. Puede, claro estd, haber mis de uno, tal que fic) = k, como se
muestra en la figura 1.35. Una funcidn discontinua no necesariamente manifiesta la pro-
piedad del valor intermedio. Por ejemplo, la grifica de la funcién discontinua de la figura
1.36 salta sobre la recta horizontal dada por v = k. sin que exista valor alguno para cen |a,
b], tal que fic) = k.

¥ ¥
fia)
k
X 1 )
[ I
a b
fes continua en [a, 4] £ no es continua en [a, 4]
[Existen 3 niimeros ¢ tales que fic) = k] [No existen nimeros ¢ tates que f{c) = £]
Figura 1.35 Figura 1.36

El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una fun-
cién continua en un intervalo cerrado. D manera més especifica, sifes continua en [a, b]
y fla) y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema nos garantiza la existencia de por lo
menos un cero de fen el intervalo cerrado [a, b).
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Y fm=x+r2m—1 EJEMPLO 8 Una aplicacion del teorema del valor intermedio

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que la funcién polindémica fix) =

2T (1, 2) ¥+ 2x — | tiene un cero en ¢l intervalo [0, 1].

Solucién Observar que fes continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que

1T AN =03+20)-1=-1 y fly=13+20)—-1=2

resulta que f{0) <0 y 1) > 0. Por tanto, se puede aplicar el teorema del valor intermedio y

: concluir que debe existir algin ¢ en [0, 1] tal que

oy 1 , . .
-1 (e, 0) 1 fley=10 Stiene un cerv en el intervale corcado (30 1L

COmMO s¢ muestra en la figara 1.37. —

-1

/ ©.-1} El método de biseccion para estimar los ceros reales de una funcién continua es
parecido al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo

fes continua en [0,1] con f(0) < 0 cerrado [a, #], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (@ + b)/2] o [(a + 8)/2, 5] A

yA)>0 partir del signo de f{[{a + b]/2), se puede determinar cudl intervalo contiene al cero. Me-

Figura 1.37 diante hisecciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcién.

TECNOLOGIA También se puede usar el zoom de una calculadora grifica para esti-
mar 1os ceros reales de una funcidn continua. Aumentando repetidas veces en la zona
donde la grifica corta al eje x y ajustando la escala de dicho eje, se puede estimar €l cero
de la funcién con la precisién deseada. El cero de x* + 2x — 1 es alrededor de 0.453,
como se muestra en la figura 1.38. |

0.2 0.013
-02 1 0.4 N I P
1
!
-0.2 -0.012 i

TR T TR A R R AR LS M S T R R

Figura 1,38 Aplicacion del zoom al cero defly) = 3 + 2x — 1

m- e la seccion 1.4

En los ejercicios 1 a 6, utilizar una computadora grifica para 3. ¥ 4,
determinar el limite y analizar la continuidad de la funcion,

4
a} limfx) by limf(x) ¢} limf(x) 3.0
1 2. N s
2 V4
¥ » EJF (3.0 .
c=3

1 T T X ¥ X
1 2 3 4 -2 4
O \ I+ “,2) Te-l1
c=3 1T — 3+
-2 2 2)-2 . c=4
-2,- 2
——t—t—t—tx —~1,2
GL1z23356 R
1 4, -2) " / - X
=3 ’ -3 -1 1



En los ejercicios 7 a 24, calcular el limite (si existe); si no existe,

explicar por qué.

7.

8.

140.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20,

21.
22,

23.

24.

En los ejercicios 25 a 28, analizar la continuidad de cada fun-

cién.

1 _xr—=1

25. f(x) = m 26, flx) = P
¥ ¥
| 34
| P
: 1,,

i T A - % 1
-3 ™y, 3 -3-2 -1 12

' /]
s

it x—3
a5 3% — 25

i 2 —x

im
a2t x2 - 4

P S
1—:.73“ V-9

L Jx=2

li
a—d x— 4

lim J-ﬂ
x—0- X
e - 2|
I
,Il}rgl* X — 2
1 1
Iim x+Ax x
Ax—sD- Ax
L A +x+Ax— (x4 )
lim —
Ax0* Ax
z _'2_ 2, x23
Ii d (x) =
Jim Fix), donde f(x) 12 — 2y
3 . x> 3

X*—dx~-6, x<2
x4+ 4x—-2 xz22

h’mz_f(x), donde f(x) = [

O4+1, x<1
i) x), dond = ’
Him 7). donde £(x) [x+ 1, xz1
X x <1
Iim f(x). donde =1
Hwﬂ ) ) [l -x x>1
lim cot x
X
lim secx
x-=a/2

tim (31 5)
ltm (25— [

lim (2 = [—x])

SECCION 1.4

Continuidad y limites laterales o unilaterales 79

X, x <1
27, floy = Y] + x 28. flx) =12, x=
Zx—1, x> 1
¥ ¥
i
34 34
3 / 2+ =
L L+
—t f—f—t—-x —— I e
—-3-2 - I 2 3 -3-2 1 1 2 3
7 ol
3 -3

En los ejercicios 29 a 32, analizar la continoidad de la funcién en
el intervalo cerrado.

29,
340.

3L

32,

Funcidr: Intervalo
gl = /25 — 2 [-3,5]
Flo=3-9-2 [-3.,3]
:J'rS*x, x <0 4
&) I_S + %x‘ x>0 [~1.4]
glay = - [-1,2]

I 4

En los ejercicios 33 a 54, encontrar los valores de x (si existe
alguno) en los que f no es continua. ;Qué discontinuidades son
evitables o removibles?

33.

34.

35,
36.

37.

38,

39,

40.

41.

42,

43,

45,

46.

Flxy =2 —2x+ 1
W= 5y

flx) = 33 — cosx
flx) = cos %x

oy = 57—
= 7
0= 3
0= 5
0= 25
R
fy =2

foy = £
mo- 12
) = _;le + 3, e i




80 CAPITULO 1 Limites y sus propiedades
+ <
47, i) - x+1, x=22
3-x x>2
2x, xr=s2
8. sl = [ Podx 1, x»2
tan X |x‘ <1
49,
=1
ese ™F x—3] =2
50, Flx) = 6
2, x— 32
51. f(x) = cse 2x
52 £(x) =
53, flx)=[x—1]
54. fx} =3[

. En los ejercicios 55 y 56, utilizar una computadora para repre-
sentar graficamente la funcidn. A partir de la grafica, estimar

lim f(x) y lim fx)

:Es continua la funcién en toda la recta real? Explicar la res-
puesta.

56, f(x) = |x2 +x4j_|(: + 2)

En los ejercicios 57 a 60, encontirar la constante a, o las constan-
tes a y b, tales que la funcién sea continua en toda la recta real.

- B, x=g2
57. flx) = [aﬂ N

> 2
4 senx
8. g~ « %0
a—2x, xz0
2, x< —1
39, fly=qax+b, —1<x<3
=2, xz3
¥ — a2
60. gx)=1x—a’ xFa
8, x=a

En los ejercicios 61 a 64, analizar la continuidad de la funcién
compuesta k(x) = flg(x)).

61.

flx) =« 62. fix} = Jx

gy =x—-1 gl =x—-1
63. flx) = . i . 6. f(x) = senx

glxy=x2+5 glx) = x?

. En los ejercicios 65 a 68, utilizar una computadora para repre-
sentar graficamente la funcién. Usar la grafica para determinar
todo valor de x en donde la funcién no sea continua.

1

65. = - 66. =
£ =1l - x W) = 5=
2x—4, x<3
67. ¥) =
g) {xz - 2x, x >3
cosx — |
68. fix) = x v x<0
3x, x=0

En los ejercicios 69 a 72, describir el o los intervalos en los que la
funcién es continua.

8. flx) == = 70. fix) = x/x+3
x* + 1
v
y )
2+ 4T
Ly -3,0)°
b o RS et
13 -4 2 4
7l -
ol 4t
x+1
71. — 72. =
flx) = sec ) 2. flx} T
¥ ¥

. Redaccién En los ejercicios 73 y 74, utilizar una computadora
para representar graficamente Ia funcién en el intervalo [—4, 4].
;Parece continua en este intervalo la grafica de la funcién? (Es
continua la funcién en [ —4, 4]? Escribir unas lineas sobre la im-
portancia de examinar una funcién analiticamente ademas de
hacerlo de manera grifica.

sen x 2 -8

flx) = flx) = ——

Redaccion  Enlos ejercicios 75 a 78, explicar por qué la funcién
tiene un cero en el intervalo dado.

Funcion Intervalo
75, flx) = 16): —x3+3 [1,2]
76, fx)=x"+23x—2 [0, 1]
77. flx) =x*—2 —cosx [0, o]
78, flo) = —= + tan (”;x) (1, 3]



. En los ejercicios 79 a 82, utilizar el teorema del valor intermedio

¥ una computadora grifica para estimar el cero de la funcién en
elintervalo [0, 1]. Realizar aumentos (zoom) reiterados de la gri-
fica de la funcién con el fin de determinar el cero con una preci-
sidn de dos cifras decimales. Empleando Ia funcién cero o raiz de
su computadora, estimar el cero con una precisién de cuatro ci-
fras decimales,

79, fx)=xX+x-1

80. flx)=x*+3x-2
81. g(t) =2cost — 3

82. AB=1+H—-3w@ne

En los ejercicios 83 a 86, verificar que el teorema del valor inter-
medio es aplicable al intervalo indicado y encontrar el valor de ¢
garantizado por el teorema,

B3, flxy=x2+x-1, [0, 5], fle) =11

84. fFlx} = x*— 6x + 8§, [0, 3], Ffle) =10

85. S =x*—x2+4x- 2, [0, 3], fle) =4
86. 100 =% C 2 [§4J fle) =6

Desarrollo de conceptos

87. En cada una de las grificas siguientes especificar como se
destruye la continnidad en x = ¢

a} b ¢

™

=
[

o --

) ¥ d) ¥

np---w

)

88. Describir ia diferencia que existe entre una discontinuidad
gue es evitable o removible ¥ una que es inevitable o no
removible. En la explicacion, incluir ejemplos de las siguien-
tes descripciones:

a) Una funcién con una discontinuidad inevitable o no
removibleenx = 2

b)  Una funcién con una discontinuidad evitable o remo-
vibleen x = -2

¢} Una funcidn que cuenta con las dos caracteristicas des-
critas en los apartados a) v )

SECCION 1.4
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

89. Esbo:ar la grafica de cualquier funcién f tal que:

lim f() = I y

3!

11’1‘51_ flx) = 0.

¢Esta funcién es continua en x = 37 Explicar la respuesta,

90.  Silas funciones fv g son continuas para todos los x reales,
if + 1 es siempre continua para todos los x reales? ; fig es
siempre continua para todos los x reales? 8i alguna no es
continua, elaborar un ejemplo para veriticar la conclusion.

¢ Verdadero v false? En los ejercicios 91 a 94, determinar si la
afirmacién s verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

9L Silim fix)=L y fic) = L, entonces f es conlinua en c.

92. Sifix) = g(x) parax #c y fle) # glc), entonces ya sea fo g no
€s cont:nua en c.

93. En una tuncién racional puede haber infinitos valores de x en
los que no es continia.

94. Lufuncidn fix) = [x — 1J/(x ~— 1) es continua en {—ee, ea),

95. Piscina  Todos los dias se disuelven 28 onzas de cloro en el
agua de una piscina. En l1a grdfica se muestra la cantidad de
cloro fir) en esa agua luego de t dias.

} r
7

i
T
2 3 4 3

}
6
Estimar e interpretar 1im #(r) y lim £(2).
=4 =47

96. Para pensar Describir en qué difieren las funciones

i =7+ 4
y
gy =3 — |—a.

97. Tuarifas telefénicas  Una llamada de larga distancia entre dos
ciudades cuesta $1.04 los primeros 2 minutos y $0.36 por cada
minuto » fraceién adicional. Utilizando Ta funcidn parte entera
0 mayor entero expresar el costo C de una Hamada en términos
del tien po ¢ (en minutos). Dibujar la grifica de esta funcién y
analizar su continuidad.

98. Gestion de inventarios El nimero de unidades en inventario
en una pequefia empresa estd dado por

Ny = ::5(2“f ; 2]] - r)
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99.

108

141.

102.

103.

104.

105.
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donde f representa el tiempo en meses. Dibujar la grafica de
esta funcidn v analizar su continuidad, ;Con qué frecuencia la
empresa debe reponer existencias?

Déjagvu  Un sabado a las 8:00 de la mafiana, un hombre co-
mienza a subir ¢corriendo la ladera de una montafia hacia su
campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la
maifiana baja corriendo la montafia. Tarda 20 minutos en subir
¥ s6lo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bujada, el
hombre se da cuenta de que pasé por el mismo lugar a la mis-
ma hora el sabado, Demostrar que el hombre estd en lo clerto,
\Sugerencia: Considerar que s(f) y #(#) son Jas funciones de
posicion de subida y bajada y aplicar el teorema del valor in-
termedio a la funcidn f£) = s(f) — #{1).]

Sébado &:00 de la mafana

Domingo 8:00 de la maitiana

Volumen Utilizar el teoremadel valor intermedio para demos-
trar que entre todas las esferas cuyos radios perteneccn al inter-
valo [1, $]hay unaconun volumen de 275 centimetros ctibicos.

Demostrar que si f es continua y carece de ceros en [e, #|,
entonces

fix) = 0 para todo x en [a, b} o fix) < 0 para todo x en [a, b].
Demostrar que la funcion de Dirichlet

£0) 0, sixesracional
X)) = N . .
1, sixes irracional

no es continua para ningtn ndmero real.

Demostrar que la funcidn

£ {}, sixesracional
X)) = . . .
kx, sixesirracional

es continua 610 en x = 0 (suponer que & es cualquier nimero
real distinto de cero),

La funcidén signe se define como
-1, x< 0

sgn (x) =90, x=10
1, x> 0.

Construir la grafica de sgn (x) ¥ calcular los siguientes limites
(si es posible).

@) lim sgn(x} b) lim sgn(x) <) lim sgn(x)

x—={ r—0r x-+0
Modelo matemdtico  La tabla recoge valores de la velocidad
S {en pies/s) de un objeto tras caer ¢ segundos.

t |0 5 10 15 20 25 30

482 | 53.5 | 552 | 559 | 562 1 56.3

106.

107.

108.

109,

110.

111.
112.

P

a) Construir la curva con los datos.
by ;Parece existir una velocidad limite para el objeto? En
caso afirmativo, identificar una posible causa.

Elaboracidén de modelos Un nadador cruza una piscina de
una anchura b nadando en linea recta desde (0, O) hasta (25, b)
(ver la figura).

) Seafuna funcién detinida como 14 coordenada y del pua-
to sobre el lado mis largo de la piscina que se encuentra
mis cerca del nadador en cualquier momento dado du-
rante su trayecto a través de la piscina. Encontrar la fun-
cidén fy constrair su grifica. ;Se trata de una funcidn con-
tinua? Explicar la respuesta.

k) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lade més
largo de la piscina. Encontrar la funcién g y construir la
grifica. ;Se trata de una funcion continua? Explicar la
respuesta.

(2b. b)

- 58—

0.0

Encontrar todos los valores de ¢ tales que f sea continua en

(—oo, 00).

r=c

1) = [“ woxs

X >c

Demostrar que para todo ndmero real y existe un x en (— 12,
m2) tal que tan x = y.

Sea f(x} = (\fx + o? — c)/x, ¢ > 0. ;Cudl es el dominio de
1 :Como se puede definir fen x = 0 con ¢l fin de que sea
continua en ese punto?

Demostrar que si zl.lmo flc+ax)= f(c) {c), entonces fes conti-
nua en . ”

Analizar la continuidad de Ia funcién A(x) = ).

a) Sean fi(x) y fo{x) funciones continuas en el intervalo
la, b]. Sifi(a) <fala) ¥ fi(B) > f,(b), demostrar que entre
y b existe ¢ tal que fi(c) = file)-
Demostrar que existe ¢ en fO, 75'] tal que cos ¢ = ¢, Uti-
lizar una computadora para estimar ¢ con tres deci-
males.

Preparacion del examen Putnam

113.

114.

Afirme o desmienta; si x v y son mimeros reales con y >0y y(y
+ 1) < {x + 1) entonces y(y — 1) < X"

Enconirar todas las polinomiaies P(x) tales que
PR+ 1) = (PxX))P* + 1y PO)y=10,

Estos problemas fueron preparados por el Commitiee on the Putnam Prize Compe-

tition.

© The Mathematical Association of America. Toxlos los derechos reservados.




Seccién 1.5

N
[l X*Q
44 1 \cuandox — 2%
i
.
i | 1 I‘
- T T H
6 -4 |
-2+ |
3 I
.\:ﬁQﬁ\ﬂx! 4= k!
cvando x — 2~ v iy =
-6+ |! x—=2
1

Jix) crece y decrece sin cota o sin limite

cuandg x tiende a 2
Figura 1.39

I—>¢

Iim fix) = ea

Limites infinitos
Figura 1.40

SECCION 1.5 Limites infinitos 83

*  Determinar limites infinitos por la izquierda y por la derecha.
* Hallar y dibujar las asintotas verticales de una grafica.

Limites infinitos

Sea fla funcidn dada por

3
x =2

f(x)

Con ayuda de la figura 1.39 y de la siguiente tabla, se puede observar que f(x} decrece sin
cota 0 sin limite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda y que erece sin cota o sin limite
cuando x se aproxima a 2 por la derccha. Este comportamiento se denota

. 3
lim = To0 flaydecrece sin ola o sin Hioite cnando s se aproxima a 2 poria i squicrda,
2 X — 2
¥
lim = oo fivicrece sinee o sin lmie cwondo vse aproxdima a2 por la der seha.
2" X — 2
L rse apraxima a2 oor L izguisid: > <: Awe aproxims o 2 por fa derccha j
X 1.5 1.9 1.99 1.u99 2] 2.001 20 2.1 25
f&) i -6 —30 —300 —3000 | ? 3000 | 300 30 6

' f decrece sin cotu o sin limize :> <: Flx) crece sin cota o sin lnile,

Si fix) crece o decrece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a ¢ se dice que el limite
de f(x) en ¢ es infinito.

Definicién de limites infinitos

Sea funa funcién definida en todo niimero real de un intervalo abierto que contiene
a ¢ (salvo, posiblemente, en el propio r). La expresion

lim f(x) = co
X—re

significa que para toda M > 0 existe u1a §> 0 tal que fix) > M, siempre que 0 < |x —
¢| < &(ver la figura 1.40). Del mismo modo, la expresion

lim f{x} = —o0

X—
significa que para todo N < 0 existe un §> 0 tal que f{x) < N, siempre que 0 < lx — ¢|
< & Para definir el limite infinito por la izquierda, sustituir 0 < |x — ¢ < §por ¢ —
d<x < c.Y para definir el limite infinito por la derecha, basta sustituir 0 < x — ¢
<dporc<x<c¢+ 8

Observar que el signo de igualdad en la expresién lim f{x) = e no significa que el
limite exista. Por el contrario, indica la razén de su ro existencia al denotar el comporta-
miento no acotado o no limitado de f{x) cuando x se aproxima a c.
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Representar graficamente las siguientes funciones enuna computadora. En cada una de
ellas, determinar analiticamente el tinico niimero real ¢ que no pertenece al dominio: A
continuacién, encontrar de manera gréfica el limite de f(x) cuando x tlende a-cpor la
izquierda y por la derecha.

a) f(x)=x_4 B =5
_ 2 -3
9 I =Gy D IW =G
EJEMPLO i Determinacion de limites infinitos a partir de una grafica

Usando la figura 1.41, determinar el limite de cada funcién cuando x tiende a 1 por la
izquierda y por la derecha.

¥ ¥ ¥ ¥
2 : 3 | 2 | e J_ l)z
T 1 T : T : 2 T
! ! / ! fixy= oy |
1+ 24 | 1+
i 1 —’_,/ |
—— S A S i -t — g
\ P23 _"/ ! -2 -1 Loz -2 -1 2
-1 | ] T a4 —1 :
| -2 -1 o2 3 \ '
P | -1+ -2+ 1 -2+ 1
=L fm=— : |
-3 | -1 24 (x-1)* 34 3]
a) b) ¢} d)
Figura 1.41 Las cuatro graficas tienen una asintota vertical en x = |
Solucion
a) li l T L o0
im = —oo im =
aolmx—1 ¥ 1+ x— 1
1
b} 11_1;1} (JC—I)E = o0 El imite por ambos Jados es oo
s _
) -1 -1
¢} lim = oo y lim = —00
=10 X — sl x — 1
d) EE}} m = - El limite por ambos lados es —oo,
A

NOTA Si la grifica de una funcion f
tiene una asintota vertical en x =
entonces f no es continud en c.

Asintotas verticales

Si fuera posible extender las gréficas de la figura 1,41 hacia el infinito, positivo o negativo,
se veria que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x = 1. Esta recta ¢s una
asintota vertical de la grifica de . (En las secciones 3.5 y 3.6 se estudiardn otros tipos de
asintotas.)

[

Definicion de asintota vertical

Si f(x) tiende a infinito (o menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que larecta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f. ‘
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En el ejemplo 1, se observa que todas las funciones son cocientes y la asintota vertical
aparece en el ndmeroque anula al denominador (pero no al numerador). El siguiente teorema
generaliza esta observacién (en el apéndice A se encuentra lademostracion de este teorema).

TEOREMA 1.14 Asintotas verticales

Sean f'y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a ¢. Si fie} = 0,
gle) = 0, y existe un intervalo abierlo que contiene a ¢ tal que g(x) # 0 para todo
x # ¢, entonces la grafica de la funcionm

_
o) = glx)

tiene una asintota vertical en x = c.

EJEMPLO 2 Cilculo de las asintotas verticales
]

Determinar todas las asintotas verticales de la gréfica de cada una de las siguientes funciones.

@ =5 b = S &) flx) = cotx
Solucidn
' a} Cuando x = —1, ¢l denominador de
S = 57—

TS

es igual a 0 y el numerador no lo ex. Por tanto, mediante el leorema 1.14, se puede
y concluir que x = —1 es una asintota vertical, como se ohserva en la figura 1.42q,
b) Factorizando el denominador como

2+1 x2+1 -
2=1 {(x—Dx+1)

flx) =

puede verse que el denominador se anulaenx = —1 yen x = 1. Ademds, dado que el
numerador no es 0 en ninguno de estos puntos, se puede aplicar el teorema 1.14 v
concluir que la grafica de f tiene dos asintotas verticales, como se ilustra la figura
1.42p,

b) ¢) Escribiendo la funcién cotangente de 1a forma

o

fix)=cot x

se puede aplicar el teorema 1.14 par:. concluir que las asintotas verticales tienen lugar
en todos los valores de x tales que sen x = 0y cos x 20, como muestra la figura 1.42¢.
Por consiguiente, la grifica de esta Tuncidn tiene infinitas asintotas verticales. Estas
_asintotas aparecen cuando x = a7, donde a es un nimero entero.

El tecrema 1.14 exige que el valor del numerador en x = ¢ no sea 0. Si tanto el nume-
rador como el denominador son Q0 enx = ¢, se obtiene la forma indererminada 0/0, y no es
Funciones can asintotas verticales posible establecer el comportamiento limite en x = ¢ sin realizar una investigacién com-
Figura 1.42 plementaria, como se ilustra en el ejempio 3.

c)
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2
+2r—-8§
0= ATTa8
A 2-4
¥
49 No definido
enx=2
o2
: ——
]
I ; { x
—4 ! 2
! Asintota
! -21  wvertical
! enx=-2

Hx) crece y decrece sin cota o sin limite
cuando x tiendea -2
Figura 1.43

_{2m3x

fo=E=3

-8

[ftiene una asintota vertical en x = 1
Figura 1.44

Limites y sus propiedades

EJEMPLO 3 Una funcién racional con factores comunes
SRR

Determinar todas las asintotas vetticales de la grifica de

_xr42x -8
x*—4

Jx)

Solucién Comenzar por simplificar la expresién como sigue

Cx*+2x -8
f(x) - x2 — 4
_ b+ He—7
(x + 2x—2)
x+ 4
Trv2 Y72
En todos los valores de x distintos de x = —2, la grafica de f coincide con la de g{x) = (x
+ 4)/(x + 2}. De manera que se puede aplicar a g el teorema 1.14 y concluir que existe una
asintota vertical en x = —2, como se muestra en la figura 1.43. A partir de la grifica, se ve
que
2+ 2-8 X+ -8

lim

—oo lim
x——2" x2 — 4 y

-2 xE—4

Observar que x = 2 no es una asintota vertical.

EJEMPLO 4 Calculo de limites infinitos

Determinar los siguientes 1{imites;

lfm % lim £

rolm x — 1 Y =t x — 1
Selucidn  Puesto que el denominador es (0 cuando x = 1 (v el numerador no se anula), se
sabe que la grifica de

x? —3x

floy ==

tiene una asintota vertical en x = 1. Esto significa que cada uno de los l{imites dados es e
0 —ea, Una grifica en la calculadora puede ayudar a determinar el resultado. En Ja grifica
de f que se muestra en la figura 1.44, se observa que la grifica tiende a o por la izquierda
de x = 1 y a —eo por la derecha. De tal modo, se puede concluir que

Looxt — 3x _ o .
lim ——— = oo El limite por laizquierda es infinito.
a—1- x— 1
¥
_oxt—3x -
lim —— = —oo, Flifmite pot Ja derecha es menos infinito. —
x—>1+ x — 1

CONFUSIONTECNOLOGICA Cuando se utiliza una calculadora, hay que tener
cuidado para interpretar correctamente la grafica de una funcién con una asintota verti-
cal, ya que las calculadoras suelen tener dificnltades para representar este tipo de gra-
ficas.
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TEOREMA |.15 Propiedades de los limites infinitos

Sean ¢ y L nameros reales, v fy g funciones lales que

lim f{x) = oc y limgx) = L.

K=o X—=C

1. Suma o diferencia: 1im [ f(x) + 1(x})] = oo

2. Producto: lim [ flx)glx)[ = o0, L >0
lim [fx)glx)| = —co, L < 0
3. Cociente: lim @ =10
X—¢ j(x

Propiedades andlogas son vilidas paru limites laterales y para funciones cuyo limite
de fix) cuando x tiende a ¢ es —oo.

Demostracion  Para probar que el limite de flx} + g(x) es infinito, elegir un M > 0. Se
necesita entonces encontrar un 6 > 0 tal que

) + gl >M

siempre que ¢ < |x—¢| < & Para simpli ficar, suponer que L es positiva (L > 0) y hacer a
M, =M + 1. Puesto que el limite de f{x) es infinito, existe un & tal que fix) > M, siempre
que 0 < lx —¢l< &, . Como ademds el limite de g(x) es L, existe un &, tal que | g(x) - L
<1 siempre que 0 < |x— ¢ | < &, Haciendo que 8sea el menor de 8,y 8, concluir que 0 <
|x - | < dimplicaque Ax)>M + 1y |elx}-L | < 1, La segunda de estas desigualdades
implica que g{x) > L — 1y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

f) + g >M+ D+ (L -1 =M+L>M.

Por tanto, también se concluye que
lim [f(x) + g(x)] = oo.

Las demostraciones de las demds propiedades se dejan como egjercicios (ver el ejercicio
72).

EJEMPLO 5 Calculo de limites

1
a) Puesto que lm(l) 1 = 1y lim — = o3, se puede escribir

=0 ¥
1
Iim{l + — ] = o0, Propicdad | reorema 1,15,
x—0 x2
by Puestoque lim (x2 + 1) = 2y lim (cot 7x) = - oo, se deduce que
x=1 x=1
L oxt Al o -
lim = Propicdad 3 teorema 113,

=217 cot X
¢} Alser lim 3 =3y lim cotx = oz, se tiene
x—0* x—=0*

lim 3cotx = co.

. wlkd T leArenT 5
vy Propredad 2. weorems 115,
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m- e la seccion 1.5 _

En los ejercicios 1 a 4, determinar si f{x) tiende 4 = 0 a —< cuan-
do x tiende a —2 por la izquierda y por la derecha.

R 2 =t

3
2

o

=

itk
M

- m
4. f(x) = sec 4

t
]
|
}
1
t
]
'
!
]
t

Andlisis numérico y grifico Enlos ejercicios 5 a 8, completar la
tabla para determinar si f(x) tiende a « 0 a — cuando x tiende
a —3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente, Utili-
zar una computadora para representar grificamente la funcién
¥ corroborar la respuesta.

X —-35 | —3.1 | —3.01 —3.001

£6)

X —2999 | —299 | —29 | —-25

£)

5. f(JC}=x2_9 6. f(x}=x2x_g
T = S 8. f(x) = sec X

En los ¢jercicios ¥ a 28, encontrar las asintotas verticales (si las
hay) de la grifica de la funcién.

9, fx) :;12 10.  f(x) =(7_47)3
1. Al = xzxj ;E 5 12, gx) = %
13, flx) = fi 7] 4. flx) = xz_ ix4
15. 2(n = :2;11 16. hls) = 3225___235

17. £(x) = tan 2x 18, f(x) = sec mx

19. T(n =1 —% 20. glx) = %:—z
2 flX) =5

2. fb) = x* jgzx;rfg;z T 18x

23. glx) = )f : ]1 4. hlx) = B+ ;iz__:tx T2
R L

27. s(i) = ;e—”n—r 28, g6 = %

En los ejercicios 29 a 32, determinar si la funcién tiene una
asintota vertical o una discontinuidad evitable (0 removible) en

x = —1. Representar grificamente la funcién en una compu-
tadora para confirmar la respuesta.
-1 32— 6x—7
29, = 30. x) = ————
=" o =25
2+1 sen(x + 1)
31. = 32, e ST
) x+ 1 fix) x+ 1
En los ejercicios 33 a 48, calcular el limite.
-3 2+
33, lim © 34, lim ——
w2t X — =it ] —x
x? x?
35 lim —— 36. lim ——
xll}gl* Iz - 9 xl—l>T_ x2 + 16
T+2x -3 6x2 +x— 1
Mmoo 8., pjm o rx—l
o Xt x— 6 H(llrﬁw 4x —4x — 3
39, lim 10, tmi2
. . lim ———
=1 (K + 1)x— 1) =3 X2
; 1 ) , 1
41, lim {1 + — 42, Hm | x* — —
x—=0- X 0" X
L2 . -
43, lim —— 44. lim
=0+ SEMX (/2] COS X
lim lim 2
45. e C5C X 4s. =0 cotx
47. lim_ xsec mx 48. lim x%tan 7x
=172 x=1/2

. En los ejercicios 49 a 52, utilizar una computadora para repre-

sentar graficamente la funcidn y determinar el limite lateral.

49,

51.

flo) = x?);riflrl 50.
o S
) = e 52,
e

oxr -1
= *H+x+1
lim f{x)

Sflx) = sec -ﬂg
lim_ftx)



Desarrollo de conceptos

53. Con sus propias palabras, describir ¢l significado de un 1i-
mite infinito. ; Es ee un ndimero real?

54. Con sus propias palabras, describir el significado de la
asintota vertical de una grdfica.

55. Escribir una funcién racional con asintotas verticales cn x
=6Gyenx=—2,yunceroenx = 3.

56. | Tiene toda funcién racional una asintota vertical? Expli-
car la respuesta.

§7. Utilizar la grifica de la funcién f (ver la figura) para cons-
truir la grdfica de g(x) = 1/f(x) en el intervalo [—2, 3.

y
2
5
— f f—x
-2 - L L N
58. Leyde Boyle En un gas a temperatura constante, la presion

59,

60.

P es inversamente proporcional al volumen V. Caleular el mi-
te de P cuando ¥ — 0°,

Ritmo o velocidad de cambio  Una patrulla estd estacionada
4 50 pies de un gran almacen (ver la figura). La luz giratoria de
la parte superior del automdvil gira a un ritme o velocidad de &
revolucion por segunde. El ritmo o velocidad al que se despla-
za el haz de luz 2 lo largo de la pared es

r = 50mscc’ 8 piesfs.

@) Calcular el ritme o velocidad r cuando @ es /6.
b) Determinar el ritmo o velocidad r cuando #es @/3,
c) Encontrar el limite de r cuando & — (%/2)".

Drogas ilegales  El costo, cn millones de délares, que le su-
pone a una agencia gubernamental contiscar x% de una droga
ilegal es

528x

C=Too-—x

0= x < 100.

a)  Calcular el costo por confiscar 25%:.

#)  Calcular el costo por confiscar 50%.

¢) Calcular el costo por confiscar 75%.

) Encontrar el limite de C cnando x — 100~ e interpretar su
significado.

61.

62.

63.

ﬁ 64,

SECCION 1.5 Limites infinitos 89

Relatividad De acuerdo con la teoria de la relatividad. la masa
m de un. particula depende de su velocidad v; es decir:

g
e ——
S0
donde i, es la masa cuando la particula estd en reposo y ¢ es Ja
velocidud de la luz, Caleular €] limite de 1a masa cuando v
tiende a o7,
Ritmo o velocidad de cambio  1Ina escalera de 25 pies de lar-
goestd zpoyada en una casa (ver la [igura). Si por alguna razon
la base ce la escalera se ateja del muro a un ritmo de 2 pies por
segundo. la parte superior descenderd con un ritmo dado por

r= _lx_ pies/s

NG
donde x 25 la distancia que hay entre la base de la escalera v el
muro

a) Calcular el ritmo o velocidad » cuando x es 7 pies.
by  Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 15 pies.
¢)  FEncontrar el limite de » cuando x — 257,

Velocided media  En un viaje de ¢ millas hacia otra ciudad,
la velocidad media de un camion fue de x millas por hora. En
el viaje de regreso, su velocidad media fue de y millas por
hora. La velocidad media del viaje de ida y vuelta fue de 50
millas por hora.

a) Verificarque y =

25"25,. ;Cual es el dominio?

b) Completar la tabla.

x | 30 40 | 50| 60

¥

;Difieren los valores de y de los esperades? Explicar 1a
respuuesta.
¢)  Cal:ular el limite de v cuando x — 25' e interpretar el
rest:llado,
Andlisis numérico y grdafico  Utilizar una computadora a fin
de completar la tabla para cada funcion y representar grafica-
mente c: da una de ellas con objeto de calcular el limite. ;Cudl
es el valor del limite cuanda la potencia de x en el denomina-
dor es mayor que 37

x 1 05]02]01(000]| 0001 00001
flx)
ay lim 20X by lim T
x—{) X x a0 X
C) h,m X — fenx d) lim X — iell)f

x—=0 x? = X
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Andlisis numérico y grdfico  Considerar la regién sombreada

que queda fuera del sector del circulo con radio de 10 m y

dentro del triangulo rectangulo de la figura,

a) Expresar el area A = fi6h de la regién en funcién de 6.
Determinar el dominio de esta funcidn.

b)  Utilizar una computadora para completar la tabla y repre-
sentar graficamente la funcion sobre el dominio apropiado.

0 03| 06|09 12] 15
f(8)

¢y Calcular el limite de A cuando 8 — (/2) .

10m

Andlisis numérico y grdfice  Una banda en cruz conecta la
polea de 20 em (1¢ cm de radio) de un motor eléctrico con otra
polea de 40 em (20 em de radio) de una sierra circular. El mo-
tor eléctrico gira a 1 700 revoluciones por minuto.

@) Determinar el ntimere de revoluciones por minuto de la
sierra.

b) ;Como afecta el cruce de la banda a |a sierra en relacion
con el motor?

¢} Sea L lalongitud total de la correa. Exprese L en funcidn
de ¢, donde ¢ se mide en radianes. ;Cudl es el dominio de
la funcidn? [Sugerencia: Sumar las longitudes de los tra-
mos rectos de la banda y ks longitudes de la banda alre-
dedor de cada polea.)

) Utilizar una computadora para completar la tabla.

S| 03[06|00|12]15
L

¢} Utilizar una computadora para representar graficamente
la funcién en un dominio apropiado.

i Caleularel  1lim L. Utilizar algiin argumento geomé-
pa{mi2)

trico comeo base de otro procedimiento para encontrar este
Iimite.
gy Calcular lim L.
[ 10h

;Verdadero o falso? En los ejercicios 67 a 70, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

67. Si p(x) es un polinomio, entonces la funcién dada por

tiene una asintota vertical en x = 1.

(o)
flo ="
¥ —
68. La grifica de una funcién racional tiene al menos una asintota
vertical.

69. Las funciones polinémicas carecen de asintotas verticales.

70. Siftiene una asintota vertical en x = 0, entonces no estd defi-
midaenx = .

71. Encontrar a continuacién las funciones f y g lales que
lim fx) = a0y lim glx) = ec, pero lim [ f(x) — glx)] # 0.
X X—= X

72. Demostrar las propiedades restantes del teorema 1.15.

0.

73, Demostrar que si lim f(x) = oo, entonces lim
X

1
X f(x)

74. Demostrar que si Ifm L. 0, entonces el 1im f{x)} no existe.
X f(x) X

Limites infinitos  En los ejercicios 75 y 76, usar la definicién £-8
de limite para demostrar lo afirmado

1 . 1
i} = .1 = -
75. r1:‘151_ T oo 76 : IT" P

Recordando, del teorema .9, que el limite de fix) = (sen x)/x cuan-
doxtiendeaOes 1:

a) Utilizar una computadora para representar graficamente la fun-
cion fen el intervalo —x < 0 < m y explicar cdmo ayuda esta
grifica a confirmar dicho leorema.

b) Explicar como podria usar una tabla de valores para confirmar
numéricamente el valor de este lfmile.

¢) Dibujar a mano la grafica de la funcién g(x) = sen x. Trazar una
recta tangente en el punto (0, 0) y estimar viscalmente su pen-
dicnte,

Graficas y limites de las funciones trigonométricas

d)  Sea(x, sen x) un punto en la grifica de g cercano a (0, 0). Eseri-
bir una férmula para la pendiente de la recta secante que une a
(x, sen x} con (0, 0). Evaluar esta formulaparax = 0.1 y x =
0.01. Después encontrar la pendiente exacta de la recta tangen-
te a g en el punto (0, 0).

e) Dibujar la grifica de la funcidn coseno, h(x) = cos x. ;Cuidl es
la pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilizar
limites para calcular analiticamente dicha pendiente.

fy Calcular la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en el
punto (0, 0).




 Ejercicios de repaso del capitul

Ejercicios de repaso 4 |

En los gjercicios 1y 2, determinar si el problema se puede resol-
ver usando conocimientos previos al edleule, en cuyo caso, resol-
verlo. En caso de que sea necesario el cdlculo, explicar por qué.
Encontrar la solucién usando un método grifico o numérico.

L. Calcular la distancia entre los puntos ([, 1)y (3, 9) a lo largo
de la curva y = x%,

2. Calcular ia distancia entre los puntos (1, 1) v (3, 9) a lo largo
de la recta y = 4x — 3.

En los gjercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado
para estimar el limite. Utilizar una computadora para represen-
tar griaficamente la funcién y correborar el resultado.

x —0.1 | =00t | =0.001 | 0.001| 001 | 01
Fix)

3. lim [/t + 2] = 2 _2)] -2

x—0 X
o g HxE2 - 2)
- PR

En los ejercicios 5 y 6, utilizar la grafica para determinar el li-
mite.

5. h = T 6 go= X

-

o
L
-4

-4 -

a) lim glx)
a2

1 .
T X

RN
4 8

a) ]l’n(\J A(x)

b _11’11}1 hix) b) 11’n(1) glx)

En los ejercicios 7 a 10, encontrar el limite L. Después utilizar la
definicidn £-& para demostrar que el limite es I..

7. lim (3~ %) 8. lim Vx
9. lim (x* ~ 3) 10. ]1’11} 9

En los ejercicios 11 a 24, encontrar el limite (si existe).

1. lim-/r+2 12, lm 3|y — 1|
—d y 24
t+2 -9
13. im —— 14. im — —
dm, ey m 3
15 i X2 16, 1im YA T X2
=1 x — 4 x—s0 x
+1]-1 J -
17l eI 18. fim Y F s) = 1
x=30) X s=0 5

T+125
19, fm — —
\h:-lvi T+ 5
-4
20, lim .
,x—l—l>m2 ¥+ 8
21. lfml — COSX
x—() Sitny
2. lim -
soriitanx
3 + Ax] —(1/2
23, (i SSnLLm/6) + Ax] — (1/2)
Axsl) Ax

[Sugerercia: sen(B + ¢) = sen fcas ¢ + cos 0 sen ¢
Coeon{m+ Ax) +
24, lim — ——(/—
Ax D Ax
[Sugerercia: cos{f + ¢} = cos @cos ¢ — sen 0 sen @]

En los ejercicios 25 y 26, calcular el limite, dade que lim fix) =

—Sylimp(x =§. o
X

25, lim [£(: 1g(x)]

26, lim [f(3) + 2g(x)]

Andlisis numérico, grifico y analitice  En los ejercicios 27 y 28,
considerar

lim fix;
=17

Completar la tabla para estimar el limite.

Utilizar una computadora para representar graficamente
la funcidn y usar la grafica para estimar el limite,

¢) Racionalizar el numerador y caleular de manera analitica
el valor vxacto del limite,

X 1.1 L.01 1.001 | 1.00M1
F)
~/_+_1 - \,f"‘-
27. flap="——F—
x— 1
| —¥x
28, flx) = p—

[Sugerericia: a® — B* = (a — B)(a? + ab + HY)]

Objeta en caida libre En los ejercicios 29 y 30, utilizar la fun-
cién posicion s(f} = —4.92 + 200, que da la altura en metros de
un objeto que cae libremente desde una altura de 204 metros. Su
velocidad en el instante 7 = 2 segundos estd dada por

. sla) — sip
im— .

= a—f

29. Calcular la velocidad cuando r = 4.

30. ;A qué relocidad golpeard el suelo?



92 CAPITULO 1 Limites y sus propicdades

En los ejercicios 31 a 36, encontrar el limite (si lo hay). Si no
existe limite, explicar por qué.

31. lim J_[\‘ -3
=3 x — 3
32, lim[x — 1]
x—d
(x—2), x<2

2 —x, x> 2

~1—x x£1
34, 11‘r§1+ g(x), donde g(x) = [

x+ 1, x> 1

33 h’rr%f{x), donde f(x) = [

B£+1, 1=l
%(r+1), t=1
- =y ~2, 5= -2
st+4s+ 6, s> —2

35. Em} R(?), donde hlr) = {
36. ‘l_f)lllj Fls), donde f(s) = [

En los ejercicios 37 a 46, determinar los intervalos en los que la
funcidén es continua.

37. flx} =[x+ 3]

38, flx) =3x2x_—_x1_—2-
39. () = {Wx_—ixl_z 71
0, x=1
. fix) = ﬁlz)z 2. fo- /5
43. flx) = xi . 4. flx) = ;x:lz

45. f(x) = csc =

> 46. f(x) = tan 2x

47. Determinar el valor de ¢ para el que la funcidn es continua en
toda la recta de los nimeros reales.

x+3 x=£2
f(x)[chrﬁ, x> 2

48. Determinar los valores de b y ¢ que hacen a la funcidén conti-
nua scbre toda la recta de los nidmeros reales:

x+1, 1l<x<3
f(x)_[x2+bx+c, [x =2/ =1

49. Uiilizar el teorema de valor intermedio para demostrar que fix)
= 2x* —3 tiene un cero en el intervalo [1, 2].

. 50, Costo de mensajeria  El envio de un paquete por mensajeria

de Nueva York a Atlanta cuesta $9.80 por la primera libra v
$2.50 por cada libra o fraccion adicional. Utilizar la funcién
parte entera para elaborar un modele que deseriba el costo C
de envio por mensajeria para un paquete de x libras. Utilizar
una computadora para representar graficamente la funcidn y
analizar su continuidad.

x2—4

51. Sea f(x) =

. Encontrar los siguientes limites (si es
posible). e =2

@) lim f(x)
By lim £(x)
&) limfG)

52. Sea f(x)=./x(x 1)

@) Encontrar el dominio de f
by Caleular 11’1;9 Fix).

¢) Calecular 1im f(x).
=1
En los ejercicios 53 a 56, encontrar las asintotas verticales (si las
hay) de la grifica de la funcién.

Ax
-

53 aln =1 +)2—C S hlx) = -

2

55. flx) = (xjgim)z 56.  F(x) = csc mx

En los ejercicios 57 a 68, encontrar el limite lateral.

272+ x+ 1
57. i _— 58, 11
r—l:lE.lZ’ x+2 x—)(IIIPZ) 2x — 1
B x+ 1 B x+ 1
59. xiliri* 2+ 60. x—IJ'—“r =1
2 + + 1 2 2x+ 1
61 1im 2L 62. lm —F72
x—1 x—1 xo—1* x+ 1
63. i ( - i) 6d4. lim S —
) xil})j* * x3 e S 2 — 4
65, lim sendx 66.  1im seC X
r0-  Sx x=0- X
2
67. lim cse 2x 68,  lim cos? x
x—=0~ X x=0- X

6Y. Medio ambiente Una central térmica quema carbon para ge-
nerar energia eléctrica. Bl costo C, en délares, de eliminar p%
de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones de

humo es
80 000p
= —_—— < 100,
C 100 — p° 0<p< 1

Calcular cudnto cuesta eliminar @) 15%, ») 50% y ) 90%.
A} Encontrar el limite de C cuando p — 1007,

70. La funcién festd definida como

flx) = mnrzx, x#0

tan 2x

a) Encontrar lim (si existe).
x—0

b)  (Puede definirse a fen x = 0 de manera que sea continua
en ese punto?




Solucion de problemas

1. Sea P(x, ¥) un punto de la pardbola v = x en el primer cua-
drante. Considerar el tridngulo APAQ formado por P, A, 1) y
elorigen O (0, 0), y el triangulo APBO formado por P, B(1,{))
y ¢l origen:

a) Dar el perimetro de cada tridngulo en términos de x.
b)  Sea r(x) la relacion entre los perimetros de ambos trign-
zulos,

_ Perimetro APAGQ

rlx)= Perimetro APRO

Completar la tabla.

x 4 2 | 01 | 0,01
Perimetro APAQ
Perimetro APBO

rix)

¢) Caleular lm a(x).

2. Sea P(x. y) un punto de la pardbola y = ¥’ en el primer cua-
drante. Considerar el tridngulo APAQ formado por P, A(0, 1} v
el origen O (0, O}, y el tridngulo APBO formado por P, B(1, )
y el origen:

@) Determinar ¢l drea de cada tridngulo en términos de x.
b)  Sea a(x) la relacién entre las dreas de ambos trisngulos,

alx) = Area APBO
Area APACY

Completar la tahla.

x 4 2 i 0.1| 001
Area APAO

Area APBO
alx)

c) Caleular 1m a(x).
a0t

Solucién de problemas 93

@) Celeular el area de un hexdgono regular inscrito en un cfr-
cuio de radio 1. ;Cudnto se acerca su drea a la del circulo?

b)  Ercontrar el drea A, de un poligono regular con n lados
inscrito en un circulo de radio 1. Elaborar su respuesta
coimo una funcién de #n.

¢] Completar la tabla.

rn 6 12 | 24 | 48 | 96

B

d)  ;Qué nimero es cada vez mayor cuando A, tiende a »n?

e

6_
P(3.4)
1
> 2‘ Q
| 1 1 ) ] Il x
BINEL P
_ﬁv,

Figura para 3 Figura para 4

Sea P(>. 4) un punto de la circunferencia x* + y° = 25,

@} ¢Cudl es la pendiente de la recta que une a P con (0, 0)?

&) Ercontrar la ecuacidén de la recta tangente a la circun-
ferenciaen P.

¢} Sea Q(x, y) otro punto que s¢ encuentra en el primer cua-
drunte y forma parte de la misma circunferencia. Calcu-
lar la pendiente m, de la recta que unc a P con  en térmi-

nes de x.
d) Cileular lim m . ; Como se relaciona este nimero con la
x-33

respuesta al apartado b)?
Sea P(%, —12} un punto de la circunferencia x* + y* = 169.

PS5, -12)

@) ;Cudl es la pendiente de la recta que une a P con O(Q, 0)?

b) Ercontrar la ecuacidn de la recta tangente a la circun-
fercnciaen P.

) Sea QMx, ¥} otro punto gue se encuentra en el primer cua-
drante ¥ forma parte de la misma circunferencia. Caleu-
la1 la pendiente m, de la recta que une a P con £ en térmi-
nos de x.

d)  Culcular lim m,. ; Cémo se relaciona este nimero con la

x—+5
respuesta al apartado »)?
Encont-ar valores de las constantes a y b tales que
Ju T bx— 3 e
—_— = 3.

i ——
x—0 X
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7.

a)
E b)

8.

9.

14,

11.

— 1 -

Considerar la funcion ~ fix) =
Encontrar el dominio de f.
Utilizar una computadora para representar grificamente
la funcién.
¢} Calewlar lim f(x).

a—=-21

d)  Calcular lmll Fx).

Determinar todos los valores de [a constante a tales que la si-
guiente funcidn sea continua en todos los nimeros reales.

_ax
f(t) _ tan x’
at =2,

x 20

x <0

Considerar las graficas de las funciones g, g, g1 ¥ 24

¥ ¥
3 34 .
2+ d 2- A
1+ 1+
} f i x ———tt
1 2 3 | 2 3
¥y ¥
3 - — it——c—
84
2 £ 24 .
L+ e — 14+
t t 1 x g x
1 2 3 1 2 3

Tomando en cuenta cada una de las siguientes condiciones,
(qué grifica podria ser una grifica de f7

a) lim fx)=3
B)  fes continua cn 2,
) 1!1}1 flx)=3

1
Construir la grifica de la funcién f(x) = H;M

a)  Evaluar (1), £3) v ().
5)  Evaluar los limites 1im f{x), lim f{x), im f(x)y
=" x—=l" =07
h'l%l Fx.

¢) Analizar la continuidad de la funcién. )

Construir la grafica de 1a funcion fix) = fx] + [—x .

a) Evaluar f{13, 0}, fiz)y y A—2.7).

b)  Evaluar los limites 11'1'}1 Fix), lim fix) y h’n} Flx).
a-el” a7 Xk

¢) Analizar la cantinuidad de la funcidn,

12.

14.

Para que un cohete escape del campo gravitacional de la Tierra,
se debe lanzar con una velocidad inicial denominada velocidad
de escape. Un cohete lanzado desde la superficie de la Tierra
tiene una velocidad v {en millas por segundo)} dada por:

Y ggngﬂ,oz_wz\/wﬂz_“
r R r

0

donde v, es la velocidad inicial, res la distancia entre el cohete
y el centro de la Tierra, G es la constante gravitacional, M es la
masa de la Tierra y R es el radio de la Tierra (4 000 millas,
aproximadamente}.

@) Encontrar el valor de v, para el que se obtiene un limite
infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de v, es
la velocidad de escupe para la Tierra.

b) Uncohete lanzado desde la superficie de la Lunase trasla-
da con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

v= / &30 + v — 217

Encontrar la velocidad de escape para la Luna.
¢} Uncoheielanzado desde la superficie de un planeta se tras-
lada con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

Ve \/10f00+v§w

Encontrar la velocidad de escape de este planeta. (Es la
masa de este planeta mayor o menor que la de la Tierra?
{Supaner que ta densidad media de este planeta es igual a
la da la Tierra.)
Para nimeros positivos @ < b, la funcién pulse se define
Coma;

6.99.

0, x<
Puyb[x)ZH(X*a)*H(x*b): 1, a<x<bh
0, x=z=b

L,

donde H(x) = {U

>
- 8 es la funcién de Heaviside.
@) Trazar la grifica de la funcién pulso.
b} Encontrar los siguientes Iimites:

D lim P, uix) if)  lfm P,

ity m P _,{x) iv) lim P_,(x)
x—h™ N x—b" >

¢} Apalizar la continuidad de Ja funcidn pulso.

dy  ;Porqué

V) = 2 P

se llama la funcién pulse unitario?
Sea @ una constante diferente de cero. Comprobar que si
lim f(x)= L, entonces ll’ng flax)= L. Demostrar por medio
x 0 e

de un ejemplo que a debe ser distinta de cero.




Derivacion

A] bombear aire dcntro de un globo desmﬂddu hasta hacerlo reventar,
el digimetro de dicho globo ;cambia més rap1d0 cuando se emple7a a
mflar o Jusm antes de reventar? 3 Por qué? :

Dx. Gary Settles/SPL/Photo Researchers
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| Seccion2.i{ | La derivada y el problema de la recta tangente

Mary Evans Picture Library

[saac NEwTON (1642-1727)

Ademis de sus trabajos relativos al Caleulo,
Newton aportd contribuciones a la Fisica
tan revolucionarias como la Ley de la
Gravitacién Universal y sus tres leyes del
movimiento.

N

Recta tangente a una circunferencia
Figura 2.1

PARA MAYOR INFORMACION
Para mis informacidn acerca de las
acreditaciones dec los descubrimientos
mateméticos al primer “descubridor”,
vedse el articulo “Mathematical
Firsts—Who Done [t?” de Richard H.
Williams y Roy D. Mazzagatti en
Mathematics Teacher,

* Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
»  Usar la definicién de limite para calcular la derivada de una funcién.
* Comprobar la relacién entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente

El célculo se desarrollé a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los
matematicos europeos en el siglo XVIL

El problema de la recta tangente (seccidn 1.1 y esta seccidn)

. El problema de 1a velocidad v la aceleracidn (secciones 2.2 y 2.3)
. El problema de los miximos y minimos (seccion 3.1)

. El problema del drea (secciones .1 y 4.2}

B =

Cada uno de ellos involucra la nocién de limite v podria servir como introduccién al
célculo.

En la seccidn 1.1 se hizo una breve introduccidn al problema de la recta tangente,
Aunque Pierrc de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens
(1629-16935) e [saac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, la prime-
ra solucién general se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz
{1646-1716). El trabajo de Newton respecto a este problema procedfa de su interés por la
refraccion de la luz y la dptica.

;Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun-
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P,
como se muestra en la ligura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ;cdmo se
podrian definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2 Afirmando que una
recia es tangente a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal
definicidn seria correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda.
También se podria decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccion
en ella exactamente en el punto P, definicidn que serviria para una circunferencia pere no
para curvas mds generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.

y=flo)

y=fx)

/ \-* x

Recta tangenle a una curva en un punto
Figura 2.2

Identificacién de una recta tangente  Utilizar una computadora para representar gri-
ficamente la funcién f(x) = 2x* — 4x* + 3x — 5. En la misma pantalla, dibujar Ia
grificay = x — 5,y = 2x — 5y y = 3x — 5. ;Cuél de estas rectas, si es que hay alguna,
parece tangente a la grifica de f en el punto (0, —5)? Explicar el razonamiento.




(e +Ax, fle+Ax))

fle + Axy—fle) = Ay

Recta secante que pasa por (¢, f(c)) y (¢ +
Ax, fle + Ax))
Figura 2.3

EL PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE
Ent 1637 el matematico René Descartes
afirmé lo signiente respecto al problema de
la recta tangente:

“Y no tengo inconveniente en afirmar que
éste no es sdlo el problema de Geometria
mas itil ¥ general que conozco, sino incluso
el que siempre desearia conocer”

SECCION 2.1 1.a derivada y el problema de la recta tangente 97

En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Aproximar la pendiente de la recta tangente usando la
recta secante® que pasa por P y por otro punto cercano de la curva, como se muestra en
la figura 2.3. Si (e, f(c}) cs el punto de tangencia ¥ (¢ + Ax, f(c + Ax)) es el otro punto
de la grafica de f, la pendiente de la recia secante que pasa por ambos puntos se encuentra
sustituyendo en la férmula

m = Y2 N
X2 T X
_ fle + Ax) — f(o) Cambio sn v
e (¢ + Ax) — ¢ Cambio en v

_ flet A) - Ao

see Ax

Pendivmte de Ta recta seeante.

El miembro de 1a derecha en esta ecuacidn es un cociente incremental o de diferencias.
El denominador Ax es el cambio (o incremento) en x y el numerador Ay = f(¢ + Ax) —
f(c) es el cambio (o incrementa) en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener aproximaciones
mas y mas precisas de la pendiente de lu recta tangente tormando puntos de la gréfica cada
vez mds proximos al punto P de tangen:ia, como se muestra en la figura 2.4,

(e, fle))

1Ay Ax—0

Ax 7 Ax

s

Ay
I

{e. fle)

(e, fleN Ay
Ax

TAYy
oY (¢ fle)

(e, fc])
(e, fle)

f
Recta tangente

Ax— 0

=
Recta tangente

Aproximaciones a la recta tangenle
Figura 2.4

Definicion de la recta tangente con pendiente m

| Si f estd definida en un intervalo abizrto que contiene a ¢ y adernds existe el l{mite

Ay + —
TR TAACR AL e (.
Ax—0 AX Axo0 Ax

entonces, la recta que pasa por (c, fic)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grifica de f en el punto (¢, f(c)).

La pendiente de la rects tangente a la grifica de f en el punto {r, f{c}) se llama tam-
bién pendiente de la grifica de fenx = c.

* El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, v no es una referencia
a la funcion trigonométrica del mismo nomore,
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flo=2x-3

La pendientede f en (2, 1yesm =2

Figura 2.5

Recta
tangente
cn (—1,2)

fll=x2+1

Recta tangente
/" enil, 1)

e

La peadiente de fen un punta cualguiera

(c, ficNesm = 2¢
Figura 2.6

EJEMPLO | La pendiente de la grifica de una funcién lineal

Encontrar 1a pendiente de la grafica de
Fxy=2x—-3

en el punto (2, 1).

Solucién  Para encontrar la pendiente de la grifica de f cvando ¢ = 2, aplicar la defini-
cién de la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuacisn:

T J2 4+ Ax) = j(2) - lim [2(2 + Ax) — 3] — [2(2) — 3]

Ar—0 Ax Ar—0 Ax

i
B
|

=2

La pendiente de f en (¢, f(c)) = (2, 1) es m = 2, como se observa en la figura 2.5,

NOTA En el gjemplo 1, la definicién de la pendiente de f por medio de limites concuerda con la
definicidn analizada cn la scecidn P.2,

La gréfica de una funcidn lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos, lo cual
no sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el proximo ejemplo.

EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la grafica de una funcién no lineal

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de
fxy=x"+1

en los puntos (0, 1) y (—1, 2), que se ilustran en la figura 2.6.

Solucidn  Sea (¢, f(c)) un punto cualquiera de la grifica de f. La pendiente de la recta
tangente en €l se encuentra mediante:

- o) 2 (e

L Fle + Ax) — flo) — Ym [ce + Ax)2 + 0] — (2 + 1)
Ax 0 Ax Av—D Ax
2+ 2eldx) + (Ax)2P+ 1 —c2—1
Ax— Ax

L 2c(Ax)y + (Ax)?

lim ———=~"—
Ax—) A,\f

lim (2c + Ax)
Ax—0

= Zec.

De tal manera, la pendiente en cualguier punto (¢, f(c)) de la grificade fes m = 2c. Enel
punto {0, 1) la pendiente es m = 2(0) = 0y en (— 1, 2), la pendiente es m = 2(—1) = —2,

NOTA Observar que en el ejemplo 2, ¢ se mantiene canstante en el proceso de limite {cuando
Ax — 0).



¥ Recta
4 tangente
vertical
{c. fle)

La grafica de f tiene recta langente
vertical en (¢, f(c))
Figura 2.7

SECCION 2.1 La derivada y el problema de la recta tangente 2

La definicidn de la recia tangente o una curva no incluye la posibilidad de una recta
tangente vertical, Para éstas, usar la siguiente definicién. Si f es continuaenc y

y fle + Ax) — fle) L Sle A —gle)
im = oo 0 1im = —a0
Ax >0 Ax Ax—0 Ax

larecta vertical, x = ¢, que pasa por (¢, 1(c)) s una recta tangente vertical a la gréfica de
J. por ejemplo, la funcidn que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en (¢,
fle)). 8i el dominio de f es el intervalo cerrado la, b|, se puede ampliar la definicion de
recta tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad y
los limites por la derecha (para x = @) y por la izquierda (para x = b).

Derivada de una funcion

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del cdlculo. El limite utilizado para definir la
pendiente de una recta tangente tambiér se utiliza para definir una de las dos operaciones
fundamentales del cileulo: la derivacion.

Definicion de ta derivada de una funcién
La derivada de f en x viene dada po-

i £O AD £

Ar—0 Ax

i) =

siempre que exista ese Hmite. Para todos los x para los que exista este limite, 7 es
una funcidn de x.

Observar que la derivada de una furcién de x también es una funcién de x. Esta “nue-
va’ foncidn proporciona la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (x,
F(x)), siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto.

El proceso de calcular la derivada de una funcién se lama derivacién. Una funcién es
derivable en x si su derivada en x existe. y derivable en un intervalo abierto (a, ) si es
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo,

Ademds de f'(x), que se lee “f prima de x”, se usan otras notaciones para la derivada
de y = f{x). Las mds comunes son:

dy

d
), —, Lo—ufla), Dyl aciones para la derivada.
f( ) dx y dx l—_f( )] x[_ ] Motaciones para la denvada

La notacién dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x7. Usando notaciones de limites, se
puede escribir

dy _ Ay
dx_Aljglf]Ax
it flx + Ax) — f(x}
nn

Ax—0 Ax

).

fl
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EJEMPLO 3 Cilculo de la derivada mediante el proceso de limite

Calcular la derivada de f(x) = x* + 2x.

Solucién
flx) = A fot isz i) Detinician de derivada.
Lo r+ AP+ 2x+ Ax) — (3 + 2%)
AYUDA DE ESTUDIO  Cuando se = lim Ax
use la definicidn para encontrar la . ) ) 5 s
derivada de una funcién, la clave = lim x* + 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)® + 2x + 2Ax — x* — %
consiste en volver a expresar el Ax—0 Ax
cociente incremental (o cociente Ax2Ax + 3x(Ax)2 + (Ax)3 + 2Ax
de diferencias), de manera que Ax = lim
R Ax—0 Ax
noe aparezca come factor del denomi-
nador. o AE[3x7 + 3xAx + (Ax)? + 2]
= lim -
Ax—0 A%
= A];’mﬂ [3x* + 3xAx + (Ax)? + 2]
=3x%+ 2
I
Cabe recordar que la derivada de una funcidn f es en si una funcién, misma gue puede
emplearse para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto (x, f(x}) de la grafica
de f.
EJEMPLC 4 Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto
Encontrar f'(x) para f(x) = V. Calcular luego la pendiente de la grifica de f en los
puntos (1, 1) y (4, 2). Analizar el comportamiento de f en (0, 0),
Solucién  Se racionaliza el numerador, comeo se explicé en la seccidn 1.3.
G = 1 T AY) — fR) i de dertvad
f(x) = Aligo Ax Dielinicidn de derivada.
L Vxt Ax— Vx
= lim ————————
y Ax—0 Ax
— lim Vx+ Ax— S \Vx+ Ax+ Sx
’ ax—0 Ax VI + Ax+
4,2 . (x+ Ax) — x
2T = lim
’ mel Axal Ax(\/x + Ax + \/E)
/‘)/ * — v Ax
Ly e A% S 8 )
1 | 1 L ]-
T T T T X = h’m U —
©.0 | 2 3 4 A0 fx + Ax + x
La pendiente de fen{x, f(x)), x> 0,esm 1 0
= 1/2V5) BTN
Figura 2.8

Enel punto (1, 1} 1a pendiente es £'(1) = 4 En el punto (4, 2) la pendiente es f'(4) = 1 Ver
la fizura 2.8. En e} punto (0, 0) 1a pendiente no estd definida. Ademds, la grafica de f tiene
tangente vertical en ((, 0). —



y=—21r+4

Enelpunto (1, 2)larectay = ~2r+ 4 es
tangente a la grificade y = 2/t
Figura 2.9

(x, flx))

(e, f(c))

R )

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1
c X

Cuando x tiende a ¢, Ia recta secante se
aproxima a la recta tangente
Figura 2.10
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En muchas aplicaciones, resulta conveniente usar una variable independiente distinta
de x, como se manifiesta en el ejemplo 3.

EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcidn

Encontrar la derivada de la funcién y = 2/t respecto a .

Solucion  Considerando y = f{¥), se obtiene

dy flr+ A1) — f(0)

di = .ﬂlzfinn T Dyclinicivon de derivags,
2 2
. F+ At
=1 P A ZieE AN w0 i
A0 At
2t - 20t + Ap)
. tt + Ar)
= lm —— Combinar s Sraccienes del numerador,
Ar—Q At
= lim & Cancelar ¢l 1. n A
m_)o At(t)(t T Al’) ancelar el Tactor comsn Az
= lim —2 Simnl fi
= ST T
Arb t{r + Ar) ‘
_ 2 . . o
= - 12. Foalior ol Demie cuande a — 0

TECNOLOGIA Se puede utilizar una calculadora para corroborar e resultado del
ejemplo 5. Es decir, usando la férmula dy/d: = —2/%, se sabe que la pendiente de la
grifica de y = 2/t en el punto (1, 2) es m = —2. Esto implica que una ecuacién de la
recta tangente a la graficaen (1, 2) es

y—2==260—1) o y=-2+4

como se muestra en ta figura 2.9,

Derivabilidad y continuidad

La siguiente forma alternativa como limite de la derivada es ttil al investigar la relacion
que existe entre derivabilidad y continwdad. La derivada de fen ces

f’(c) = |fm X S f(x) f(c)

sy Formulu aldornatva de s derivada

siempre que dicho Hmite exista (ver la figura 2.10) (en el apéndice A se demuestra la
equivalencia de ambas férmulas). Observe que la existencia del limite en esta forma alter-
nativa requiere que los limites unilateraies

L L C TR (VY

x—c” X — ¢ x—rct X —

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda y
por la derecha, respectivamente. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrade [a,
b] si es derivable en (a, b) y existen ademds la derivada por la derecha en a y la derivada
por la izquierda en b.
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" Si una funcidn no es continua en x = ¢, no puede ser derivable en x = ¢. Por ¢jemplo,
.l la funcién parte entera ¢ mayor entero
|- »—o0 f (x) = [[.x]]
} } G| - no es continua en x = €), v en consecuencia no es derivable en x = 0 (ver la figura 2.11). Se
- L2 3 comprueba con sélo observar que
=1
. ftxy —f(0 . -0
—0 2 Iim M = lim lL:u—— = 00 Derivada por la izguierda.
=0 x—0 =0 X

La funcion parte entera no es derivableen  y
x = 0, ya que no es continwa ¢n ese punto fi0 — £0) ]
Figura 2.11 P B — e 0

5 lim = lim =0 Derivada por la derecha,

x—0" x— 0 =0 X

Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1), el
reciproco no es cierto. En otras palabras, pucde ocurrir que una funcién sea continua en x
= ¢ ¥ no sea derivable en x = ¢. Los ejemplos 6 y 7 ilustran tal posibilidad.

EJEMPLO 6 Una grafica con un punto angular o anguloso

La funcién

fxy=le—2
31 Ffo=lx-2| l l
gue se muestra en la figura 2,12 es continua en x = 2. Sin embargo, los limites unilaterales
x) — f x—2| -0
Hm M = Ilim Q‘“— = —1 Derivada por la izguierda.
x—l2” X — 2 xr—27 X — 2
* ¥
. , x}— f(2 x—2/ -0
o es derivable en x = 2, porgue las 11[’_[)1+ /&) — g( ) = lim L[T =1 Derivada por la derecha.
derivadas laterales no son iguales =X =X
Figura 2.12 . Lo . _ e .
no son iguales. Por consiguiente, f no es derivable en x = 2 y la grifica de f no tiene una
recta tangente en el punto (2, 0).
g P
EJEMPLO 7 Una grafica con una recta tangente vertical
¥ La funcién
fl=xB
Fo = xt7
-
es continua en x = (J, como se observa en la figura 2.13. Sin embargo, como el limite
; ; j ' - . flo— £ L, xV3—0
S . P G et ) N
x—0 X 0 =0 X
i 1
-1 oo (273
=
[ no es derivable en x = 0, parque tiene
tangente vertical en ese putito es infinito, se puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, f no es
Figura 2.13 derivable en x = 0. ——

En los ejemplos 6 y 7 se puede observar que una funcién no es derivable en un punto
donde su grafica cuenta con un punto angular ¢ una tangente vertical.
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TECNOLOGIA Algunas
computadoras utilizan los progra-
mas de célculo Derive, Maple,
Mathcad, Mathematica vy TI89,
para realizar una derivacién

simbolica, Otros la hacen numérica,

calculando valores de la derivada
mediante la tormula

iy o F Ax) — flx ~ Ax)
Fl) =~ 2Ax

donde Ax es un nimero pequefic
como 0,001, ; Observa algdn
problema con csta definicién? Por
¢jemplo, usdndola ;cudl seria la
derivada de fix) = |x| enx = (?
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TEOREMA 2.1 Derivable implica continua

Si f es derivable en x = ¢, entonces " es continua en x = c.

Demostracién  Para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con mostrar que f{x)
tiende a f{c) cuando x — ¢, Para tal fin, usar la derivabilidad de f en x = ¢ considerandao el
siguiente limite.

tim [£(x) ~ f(c)} = lim [(x ( ()‘3 A ﬂ
[ e o1 £ L

= (OLf)]
=0

Puesto que la diferencia f(x) — f(¢) tiende a cero cuando x — ¢, se puede concluir que
lim [#(x) = f(c). De tal manera, f es continua en x = ¢.
xX—a

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacidn que existe entre
continuidad y derivabilidad:

1. Siunafuncidnes derivable en x = ¢. entonces es continua en x = ¢, Por tanto, derivable
implica continua.

2. Es posible que una funcién sea cominua en x = ¢ sin ser derivable. En otras palabras,
continua no implica derivable.

Ejercicios de la seccion 2.1

En los ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en los

puntos {x;, ¥} y (xz ysh

a) h)

Con el fin de resolver los ejercicios 3 y 4, utilizar la grafica que
se muestra a continuacion.

3. [dentif car o trazar en la figura cada una de las caniidades si-

guientes.
@ fr) y f4) by f(a) = ()
oy M=y

4. Escribir un simbolo de designaldad {< o >) entre las cantida-
des dadas

a =0 S4) - fi3]
4 -1 4-3
B 1 Lf— 7
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En los ejercicios 5 a 10, encontrar la pendicnte de la recta tan- 39. ¥ 40, ’
gente a la grifica de la funcién en €l punto dado. 5 5+
4 4+
5, fW=3-2x, (-1.5) 6. gld=32x+1, (-2, -2) 3 5 3t g
7. g =4 (L-3) 8 g =5-x, (2,1 2 ’T
1 4
9, fl=3—1> (0,0 10. Al =>+3, (-2,7) } e —— Fbfx
71L1214s -3-2-1 | L 2 3
En los ejercicios 11 a 24, encontrar la derivada mediante el pro-
ceso de limite.
&) y b) ¥
A
1. Ffx) =3 12 gx) = —5 5T 47
44 3+
13, f(x) = —5x 14, f(x)=3x+12 34 2l )
15. h(s)—3 + % 16, f(x)=9—ix 24 S
. f) =2 +x—1 18, f(9) =1 1N S e
) X —L = .
19, f(x) = x* — 12x 20 fx) = 2%+ x2 L1203 43 ol
I 1
21. = 22, ==
f=) x—1 flx) x2 ) ¥ d) ¥
23, fl)=Jx+1 U ) = = T
\/;5 2r f
] A —————
. En los ejercicios 25 a 32, a} encontrar la ecuacion de la recta +—t—1 F——=x
tangente a la grafica de f en el punto indicado, ») atilizar una == .1 z3
computadora para dibujar la grafica, la funcién y su recta tan- 2T
gente en dicho punto, y ¢) aplicar la tuncién derivada de una 3T

computadora con el fin de verificar sus resultados.

25.
26,
27.
29.

31.

fH=x2+1, (2,9

flo) =2 (2,8)
f =% (1D
4

0 =xt s @)

(=3,4)

28. flxp=x+1, (1,2
3. fixr=Jx-1, (5.2
1
x+ U

32. flx) = (0, 1)

En los ejercicios 33 a 36, encontrar la ecuacion de la recta tan-
gente a la grifica de f y paralela a la recta dada.

33
3.

35,

36.

Funcidn
Flax) = <8
flx)y=x3+2
- L
f(x) - ﬁ
_ 1
0 ==

Recta

x—y+1=0
3x—-—y—4=0

xt2y—6=0

x+2y+T7=0

En los ejercicios 37 a 40, se muestra la grafica de f. Seleccionar
la grifica de f'.

37.

T

2=+

1 -+
-
—3-2 1 1 2 3

-2+

-3

338. ¥
51
a7
?'__
2__
]-_
I e e
~3-2-1 | 12 3

41. La recta tangente a la grafica de y = g(x) en el punto (5, 2)
pasa por el punto (9, 0). Encontrar g(5) v g'(5).

42. La recta tangente a la grafica de ¥y = A{x) en el punto (—1, 4)
pasa por el punto (3, 6). Encontrar A{—1) y A'(—1).

Desarrollo de conceptos

cémo se ohtuvo la respuesta.

43. y

5.,

I
1 T

]
T
-1 +12

P

[

e A
-+

]
T
3

sea negativa,

En los ejercicios 43 a 46, construir la grifica de f' y explicar

. y

g

46,

4+ 1 2345678

47. Construir la gréfica de una funcién cuya derivada siempre
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% 60. Razonamiento grdfico Utilizar una computadora para dibu-
Jjar la grafica de cada una de las funciones y sus rectas tangen-

48. Construir la grifica de una [uncién cuya derivada siempre teseny = —1,x = 0y x = 1. Con base en los resultados,
sea positiva. determinar si las pendientes de las rectas tangentes a la gréfica

de una “uncidn en distintos valores de x siempre son distintas.

Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 49 a 52, el limite representa a f'(c) para una
funcidén f y un mimero ¢. Encontrar f y c.

49, . [5 — 3(1 + AX)] -2 50, 1r
Alir—?n Ay '_xliTo Ax
— 2 —
51, 1im 2t 30 52, fim 2/x =6

=6 x— 6 =9 x— 0

ay fr=x b) gx)=x

(=2 + AxP + 8 % Andlisis numérico, grdfico y analitico  En los ejercicios 61 y 62,
——— utilizar una computadora para representar f en el intervalo [ -2,
2]. Completar la tabla estimando griaficamente las pendientes de
la grafica en los puntos indicados. A continnacién, evaluar las
pendientes de manera analitica y comparar los resultados.

En los ejercicios 53 a 55, identifique una funcién f que tenga las

caracteristicas sefialadas, Represéntela grificamente. ai ek Bk Bl IR N
f&)
53. f((]) =12 54, f(O} — 4;f’(0) =1 - )
Fx)=-3 -0 < x< oo fix) < 0 parax < 0 i
Fx) > Oparax > 0 1
S5, £10) = 0577(0) = 0,5 () > Osix £ 0 6L f0) = % 62 ) =

56, Suponer que f'(¢) = 3. Encontrar §'(—c¢) si: a) f es una fun-
cién impar b) f es una funcién par.

¥ Razenamiento grdfico  En los ejercicios 63 ¥ 64, representar en
una misma ventana de la calculadora las graficas de f y g y des-

N . ibi elacion entre ellas.
En los ejercicios 57 y 58, encontrar las ecuaciones de dos rectas cribir la r ¢ ellas

tangentes a la grafica de f que pasen por el punto sefialado,

_ fe = 001) — f(x)
5T, flx) = 4x — &2 58, flx) = x2 glx) = 001 :

¥ ¥ clasificar las grificas y describir la relacién enire ellas.

5+ W25 o e+

i /'\ s+ 63, f(x) = x—2x2 64. f(x) = 3Jx

o, '

24 En los ejercivios 65 y 66, evaluar (2} y F(2.1), ¥ utilizar los re-
" \ . . sultados para estimar §/(2).

I L ' 1 AN, X %“FZ 4 6

IR RS TR 65. fl) =4 - 66. f(x) = {x3

59. Razonamiento grifico Enlafiguras la grafi "
iento grifi afigurase muestrala graficade g computadora para dibujar la grifica de la funcién y su derivada

enlamisma ventana. Clasificar las graficas y describir la relacién
que existe entre ellas.
¥

67. flx) = % 68, fl) =" - %

Redaccidn Enlos ejercicios 69 y 70, tomar en consideracion las
funciones fy §,,, donde

10+ a0 -5@),

ay g(0) = b)) g'(3) = Sle) = —— -2) + f(2).
¢)  ¢Qué se puede concluir de la gréfica de g, sabiendo que _—
g'{1) = — %? ﬁ a) Utilizar una computadora para dibujar la grifica fy §,, en

la misma pantalla para Ax = 1, 0.5 y 0.1.
- b) Desarrollar una descripcion de las grificas de S para los
gl—4) =3 diferentes valores de Ax en el apartado a).
€}  g(6) — g(4) ;es positiva o negativa? Explicar la respuesta.
f}  (Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Explicar 69. f(x)=+—(x—3)? 70, Fflx)=x+ 1
la Tespuesta. x

d) Qué sc puede concluir de 1a grafica de g, sabiendo que
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En los ejercicios 71 a 80, utilizar la forma alterna para calcular
la derivada en x = ¢ (si existe).

7. fxy=x*—1, ¢=2 72, gy =xlx— 1), c=1
73 X =x+232+1, c==-2

4, fla)=x+ 22 =1

75, glx) = \/m, c=10

76. flx)=1/x, ¢=3

77, fl)=1{x—6)*3 c=6

78. glx) ={x+ )3, ¢c= -3

79 hlx) =lx+5L c=-5 80. flx) =[r—4

, e =4

En los ejercicios 81 a 86, describir los valores x para los que f es
derivable.

i

8L f) = 82.
s
— | P
LT
-2
83, fln) = {x— 3 84 -
.l ={x-3) - =y
o ¥
5_

4 -
3
™~

1

85. flx) = /x—1
¥ ¥
4
34 4
2 2
! t - x
—4 4
-4

. Andlisis grdfice  En los ejercicios 87 a 90, utilizar una compu-
tadora para encontrar los valores de x en los que f es derivable.

21
87. fl =[x+ 3 8. flv) =~ = 1
89. flx) =2
TR E i P P - |
9. fl)= {x3 — 2x, x> 1

En los ejercicios 91 a 94, calcular las derivadas laterales en
x = 1 (si existen). ;Es derivable la funcién enx = 17

a1. f(x):|_x-l| 92. flx) =1 —x*
x—1)3 =x<1 x, x<1

9} fln) = ‘[(x — 1 x; 1 9. fl) = [x-, x> 1

En los ejercicios 95 y 96, determinar si la funcion es derivable en
x =2,

2+1, x=2

95. flo) = {4}( -3, x>2

97, Ragonamienio grdfice  Una recta de pendiente m pasa por el
punto (0, 4) y tiene ecuacién y = mx + 4.

A+l x<?2

9. f(x):{\/ﬁ R

@) Escribir la distancia d que hay entre larecta y €l punto (3,
1) como funcién de m.

E b} Utilizar una computadora para dibujar la grafica de la fun-
cién d del apartado a). Basdndonos en la grifica, jes esa
funcién derivable para todo valor de m? Si no es asf, es-
pecificar en dénde no lo es.

98. Conjetura Tomandoen cuentalas funciones f(x) = 2y glx)

= xa:

@) Dibujar la grifica f y ' sobre el mismo conjunto de ejes.

by Dibujar la grifica g y g’ sobre el mismo conjunto de ejes.

¢) Identificar un patron entre f y g y sus respectivas deriva-
das. Utilizarlo para hacer conjeturas respecto a i'(x) si
A(x) = x", donde n s un ndmero entero mayor ¢ igual ¥
nx2,

d) Encontrar f(x) si f(x} = x*. Comparar ¢l resultado con la
conjetura del apartado ¢).  Esto comprucha la conjetura?
Explicar la respuesta,

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la
afirmacién es verdadera o falsa. Para las que sean falsas, expli-
car por qué o proporcionar un ejemplo gue lo demuestre.

99, La pendiente de la recta tangente a una funcidn derivable f en
F2+ ax) — f(2)
Y .

X

el punto (2, f(2)) es

100. Siuna funcién es continua en un punto, entonces es derivable
en él,

101. Siuna funcién tiene derivadas laterales por la derecha y por la
izquierda en un punta, entonces es derivable en €l

102. Siuna funcidn es derivable en un punto, entonces cs continua
en ¢l

1
xisen— x#0
X .
x=40

X senL x# 1
103. Sean f(x) = x y glx) =

0, x=10 0,

Demostrar que f es continua, pero no derivable, en x = 0. De-
mostrar que g s derivable en 0 v calcular g'(0).

- 104. Redaccisn Utilizar una computadora para dibujar la gréfica

de las funciones f(x) = x* + 1y g(x) = |x| + 1 en la misma
ventana. Utilizar las funciones zoom y trace para analizarlas
cerca del punto (0, 1), ;Qué se observa? ;Cudl funcién es
derivable en ese punto? Escribir un pequeio pdrrafo describien-
do el significado geométrico de la derivabilidad en un punto.




La pendiente
de una recta
horizontat es ()

. Seccién 2.2 -

La derivada de
una funcion
constanie ¢s 0

ftr=c

Regla de la constante
Figura 2.14

WOTA Enlafigura 2.14 se ohserva
que la regla de la constante equivale a
decir que la pendiente de una recta
horizontal es 0. Esto demuestra la
relacién que existe cntre derivada y

pendiente.
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| Reglas basicas de derivacion y ritmos o velocidades de cambio

*  Hallar la derivada de una funcién por la regla de la constante.

*  Hallar la derivada de una funcidn por la regla de las potencias.

«  Hallar la derivada de una funcién por la regla del miiltiplo constante.
*  Hallar la derivada de una funcién por las reglas de suma y diferencia.
*  Hallar ]a derivada de las funciones seno y coseno.

*  Usar derivadas para calcular ritmos o velocidades de cambio.

La regla de la constante

Enla seccidn 2.1 se usd la definicién por medio de limites para calcular las dertvadas. Esta
vy las dos préximas secciones presentan varias “reglas de derivacién” que permiten calenlar
las derivadas sin el uso directo de la delinicién por limites.

TEOREMA 2.1 La regla de la constante

La derivada de una funcién constante es (0, Es decir, si ¢ es un niimero real, entonces

%m:a

Demostracién  Sea f(x) = c. Entonces. por la definicién de derivada mediante el proce-
so de limite, se deduce que

d . '

;i;[C] = fx)

e
— g S

- ml-r?o Ax

= lim 0
Ax—0

= 0.  ——

EJEMPLO | Aplicacion de la regla de la constante

L |

Funcion Derivada

dy

g =7 - =0
a) y dx
by flx)=20 S =
) s() = -3 s =
d) y = ka?, k es constante y' = —

Conjetura  Uhilizar la definicién de derivada de 1a seccién 2.1 para encontrar la
derivada de las siguientes funciones. ;Qué patrones se observan? Utilizar los resul-
tados para elaborar una conjetura acerca de Ia derivada de f{(x) = x".

a) f(x)=x' b fo=x ¢) fy=x
d)y f(x)=x" e) f(x)=x" f fixy=x"
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La pendiente de la rectay = xes 1
Figura 2.15

La regla de las potencias
Antes de demostrar la proéxima regla, revisar el proceso de desarrollo de un binomio.

(x + Ax)* = x? + 2xAx + (Ax)?
(x + Ax)? = &7 + 3x2Ax + 3x(Ax)* + (Ax)?

i

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es

nn — Lx" 2

{x + Ax)" = x7 + mx" " (Ax) + 2

(Ax)2 + - -+ (A"

(ACY es un [etor comin en cstos [Ermines.

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regla de
las potencias.

TEOREMA 2.3 Laregla de las potencias

Si n es un ndmero racional, entonces la funcién f(x) = x" es derivabie y

d

—[x"] = nx" L

pid

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un ndmero tal que ¥~ ' se encuentre

definido en un intervalo que contenga ai 0.

Demoestracién  Six es un entero positive mayor que 1, entonces del desarrollo del binomio
resulta

d 1 Ay —x"
dx[x]i.ﬂino Ax

(n — 1)xn—2

X+ A + 2 (Ax)> + - - - + (Ax)" — x»

. 2
_AI;EU Ax
— n—2
:’Alfm l:nxn—1+r‘1'(n42'll‘§_(m)+. . .+(Axn—1:|
—»(}
=px"1+0+..-+0

= nx"~ L,

Esto demuestra el teorema para # > 1. Se deja al lector la demostracién del cason = 1. En
el ejemplo 7 de la seccién 2.3 se demuestra el caso para el que # es un entero negativo.
Mientras que en el ejercicio 75 de la seccidn 2.5 se demuestra el caso en el cval n es
racional (en la seccion 5.5 la regla de las potencias se extenderd hasta abarcar los valores
irracionales de n). —

Al utilizar la regla de las potencias, resulta conveniente separar el caso parael que = 1
como otra regla distinta de derivacién, a saber

i[}C = 1. Regla de las potencias para i = 1.
dx

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de 1a recta y = x es 1, como se
muestra en la figura 2.15.




Observar que la pendiente es negativa en el
punto (— 1, 1}, cero en el {0, 0) y positiva
enel (1. 1)

Figura 2.16

@ =x*
=2, 4) 4--
3 -
‘|| 2 <
yl
l‘l 1 .
4
l“
f Y f —x
-2 | i 2
y=—d4x -4
Larecta tangente y = —dx — 4 es

tangente a la grifica de f(x) = xZenel
punto (—2, 4)
Figura 2.17

} X
{0, 0) 1
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EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla de las potencias
Funcidn Derivada
ay flx)=x* Floey = 322
b ) =5 g = S [ = L =

Observar que en el ejemplo 2¢, antes de derivar se ha reescrito /x> como x™% En
muchos problemas de derivacién, el priiner paso consiste en reescribir la funcién.

Dada: Reescribir: Derivar: Simplificar
_t — -2 cdy g v _ 2
)‘ — xz y X dx — ( Z)x dx x3

EJEMPLO 3 Pendiente de una grafica
R

Calcalar la pendiente de la gréfica de fix) = x* cuando

a) x= 1| B) x=0 ¢y x=1.

Solucién  La pendiente de una gréfica 2n un punto es igual a la derivada en dicho punto.
La derivada de fes f'(x) = 4x°.

a) Parax= —|, lapendientces f'( )=4(—1)P = —4
b) Parax = 0, la pendiente es £/ = H0)? = 0.

¢) Parax = 1,lapendiente es f'(1) = 4i)* = 4.

Le pendiente negariva.
La pendiente es (.

La pendisnts positivi,

Ver la figura 2.16

EJEMPLO 4 Ecuacién de una recta tangente

Encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) = x* cuando x = —2

Sohlicién  Para encontrar el punfo sobr: la grifica de f, evaluar 1a funcién en x = —2.

(=2, f(=2) = (=2, -4)

Punto de 1s erifica.

Para calenlar la pendiente de la grifica e 1 x = —2. Evaluar la derivada, f'(x) = 2x,enx =
—2.

m= f'(-2)=—4 Fendiente d.: o grdfica en (—2, 4).

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacidn de una recta, escribir

Y-y =mx— xl) Forma purto-pendiente.
y—d=-dx— (-] Sustiluir vy g
y=—4x -4

Sirmpliiicar.

Ver la figura 2.17.
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Derivacidn

La regla del mulitiplo constante

TEOREMA 2.4 La regla del miltiplo constante

Si f es una funcién derivable y ¢ un nimero real, entonces ¢f también es derivable y

d 4
o) = W

Demostracion

d .
7, )] = lim

Definicion de dertvada.

= lim cr—(x * Ax) _f(x)w
Ax-30 A}c
A 4/ o
= [ lim ‘uﬂ} Aplicar Wcorema 1.2,
Ax—s0 Ax

= ¢f'(x)

De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden extraer de la

derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.

4

dx

£

()] = ¢ 5 [0 = o
J

%Hﬂmﬂ

(ﬂﬁﬁym:ka

Il

EJEMPLO 5 Aplicacion de la regla del multiplo constante

Funcicn Devrivada
a) y=% %Z%[Zx‘l] = Zdii[x"]ZZ(—l)x‘?: -fz
b =L po-2lie| -t -te -
ey y=2Vx % = ;f;[zxm] = 2(]5x—'/2) =x"12 = %
0 y= -2 =43 = -dw =3

La regla del miltiplo constante y la de las potencias se pueden combinar en una sola. La

regla resultante es

D, [ex?] = enx® 1,
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EJEMPLO 6 Uso de paréntesis al derivar
A

Funcidn original Reescribi. Derivar Simplificar
5 5, , 3 _ s 13
a y= P y = E(x ) v = "2'(—336 % Y=o,
5 5 L5 , 15
by y= 5% y=5b7 y' =% Y= Tes
7 T4 PNy L 14
¢ v=i y =3 v =32 o=
7
d y=— = 63(x7) = 632 ‘= 126
)y e y = 63(x%) ¥ (2) y x

Las reglas de suma y diferencia

TEOREMA 2.5 Las reglas de suma y diferencia

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f v g es
derivable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferen-
cia) de las derivadas de f v g.

%[f(l‘) + g(x)] = f’(x) + g’(x] Heg o ode Tsuna.

%[j(x) — glx)] = f’(t) - glx Rusla de L diferenciz,

Demostracion  Una demostracidn de L1 regla de la suma se sigue del teorema 1.2 (la de
la diferencia se demuestra de manera an iloga),

% [f(x) + glx)] = _‘}:gln [f(x + Ad) + gl "'AAAJ‘)] - [f(‘-) + g(x}]
= lim Sl + Av) + glx .Zx Ax) — flx) — glx)
- 1 flx + ax) = flx) | glx + Ax) — glx)
- Jom, [P s S e
= lim M:‘m + lim w
Ar—G Ax Av0 Ax
=[x + g'lx)

Las reglas de suma y diferencia pue.len ampliarse en cualquier mimero finito de fun-
ciones, Por ejemplo, si F(x) = f{x) + g(x) — h(x), entonces F'(x) = f'(x) + g'(x) — h'(x).

EJEMPLO 7 Aplicacion de las reglas de suma y diferencia
L]

Funcion Derivada

a) flx)=x"—4x+5 floy=3x*—4
4
n  glx) = —%+3x3—2x glx)y=—-2x"+9x2 -2
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PARA MAYOR INFORMACION

El eshozo de una demostracion
geométrica de las derivadas de las
funciones seno y coseno puede
consultarse en el articulo “The
Spider’s Spacewalk Derivation of sin’
and cos’™ de Tim Hesterberg en The
College Mathematics Journal.

y=5€nx
N
| A
i y=-logey /
5 t t x
/y =1z T ! 2
| -
2 | . )
—L | | by = N
I Coy'=E0
yereciente  y decreciente v creciente
v’ positiva ¥’ negativa v’ positiva
I

¥

L
]
]
]
1
|
|

L
:
:
1
: /\
1 I 1
| foooom x
T T r
2\_/
,1 .

¥y =cosx

La derivada de Ia funcion seno es la
funcion coseno
Figura 2.18

=2 —ésenx
y=2senx 5 y=3
T S
—r o
-
S
-2

y=senx y:%senx

d
~—[asen x] = acosx

dx
Figura 2.19

Derivadas de las funciones seno y coseno

En la seccién 1.3 se vieron los limites siguientes:

sendyx
Ax

lfm 1 —cos Ax
Ax

1y 1im
Ax—0

Ax—0

0

Estos dos limites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivacion de las funciones
seno y coseno (las derivadas de las demds funciones trigonométricas se analizan en la
seccion 2.3).

TEOREMA 2.6 Derivadas de las funciones seno y coseno

4 i[cos x| = —senx
dx

dx

[senx] = cos x

Demestracion

d + Ax) —
E[senx] ~ lim sen(x + Ax) — senx

Detinicion de derivada,

Ax—0 Ax
. senxcos Ax + cos.x senAx — senx
= lim
Ax—0 Ax
. cosxsenAx — (senx)(1 — cos Ax)
= Hm
Ax -0 Ax
= lim [(cos x) (Sen Ax) — (sen x)(w)]
Ax—0 Ax Ax
( i senAx) ( ., l—cosAJc)
= ¢os x| lim —senx| lim ————
Ax—0 Axr—0 Ax

(cos x)(1) — (senx)(0)
=cosx

Esta regla de derivacion se ilustra en la figura 2.18. Observar que para cada x, 1a pendiente
de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostracién de la segunda regla se deja
como ejercicio (ver el ejercicio 116).

I
EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos
Funcidn Derivada
@) v=2senx y'=2cosx
b) v_senx_lsen ’*1cox—msx
YT T T e YT 2
) y=x+cosx y'=1— senx
L]

TECNOLOGIA Una calculadora permite visualizar la interpretacién de una deriva-
da. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las gréficas de

y = asenx

paraa = %, 1, § y 2. Estimar la pendiente de cada grifica en el punto (0, (). Después
verificar los cdleulos de manera analitica mediante el cédlculo de la derivada de cada
funcién cuando x = 0,
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Exposicion fotogrifica de turga duracion de
una bola de billar en caida libre.

SECCION 2.2 Reglas bdsicas de derivacién y ritmos o velocidades de cambio 113

Ritmos o velocidades de camr Jio

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para
determinar el ritmo de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad en
una amplia variedad de situaciones. Por citar sélo algunas, son ejemplos los ritmos de
crecimiento de poblaciones, los ritmos de produccidn, los de flujo de un liquido, de la
velocidad y de la aceleracion,

Un uso frecuente de los ritmos de camhio consiste en describir el movimiento de un
ohjeto que va en linea recta. En tales pronlemas, la recta del movimiento se suele represen-
tar en posicidn horizontal o vertical, con un erigen marcado en ella. Sobre tales rectas, el
movimiento hacia la derecha (o hacia arriba} sc considera de direccién positiva y el movi-
miento hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccién negativa.

La funcién s que representa 1a posic. dn (respecto al origen) de un objeto como funcién
del tiempo ¢ se denomina funcién (de) posicidn. Si durante cicrto lapso At el objeto cam-
bia su posicion en una cantidad As = s(+ + Af) — 5(7), entonces, empleando la consabida
formula:

. distancia
Razon = ——

tiempo

1a velocidad media es

Cambio en distancia

Ag o
= Velocnlud 1o,
Cambio en tiempo At

EJEMPLO 9 Velocidad media de: un objeto en su caida
L]
Sise deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante t se
representa mediante la [uncidn posicidn
5= —lof + 100 Fuacion pe leidn.

donde s se mide en pies y r en segundos. Encontrar su velocidad media para cada uno de
estos intervalos.

a) [1,2] by |1,1.5] c) IL, 1.1]

Solucion
a) En elintervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(1) = —16(1)F + 100 = 84

pies hasta una altura de s(2) = —16(2)" + 100 = 36 pies. La velocidad media es

% = %ﬁi = _T48 = —4% pies por segundo.

b) Enelintervalo {1, 1.5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 64
pies. La velocidad media es

éﬁ_u—;zogﬁ/_“) ies por segundo
AT 15—1 " 05 ™ pesporsegundo.

¢) Enelintervalo [1, 1.1] el objeto ca: desde una altura de 84 pies hasta una altura de
802.64 pies. La velocidad media es

As  30.64 -84 336 _ . ]
A 11-1 ~ og1 336 piespor segundo.

Observar que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de que el objeto
se mueve hacia abajo, —
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La velocidad media entre 7; y 17 es igual a
la pendiente de 1a recta secante. La
velocidad instantinea en 4 cs igual a la
pendiente de la recta tangente

Figura 2.20

se eleva, y negativa cuando desciende
Figura 2.21

NOTA En la figura 2.21 se observa
que el saltador se mueve hacia arriba
durante la primera mitad de segundo,
porque la velocidad es positiva para

0 < 7 < % Cuando la velocidad es de O,
el saltador ha alcanzado la altura
méxima del salto.

Derivacidn

Supongamos que en el ejemplo anterior se quisiera encontrar la velocidad instantdnea
(o velocidad, sin mds) del objeto cuando ¢ = 1, al igual que la pendiente de la recta tangen-
te puede aproximarse utilizando las pendientes de rectas secantes, s¢ puede aproximar la
velocidad en t = | por medio de las velocidades medias durante un pequeiio intervalo [1,
1 + Af] (ver en la figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el limite cuando Az
tiende a cero. Al intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando £ = 1 es de
—32 pies por segundo.

En general, si s = s(?) es la funcidn posicidn de un objeto en movimiento rectilineo, su
velocidad en el instante f es

s+ A = s{n)
W= lim =~

5.

Funcidn velocidad.

En otras palabras, la funcidn velocidad es 1a derivada de la funcion posicién. La velo-
cidad puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define como el valor
absoluto de su velocidad, y nunca es negativa.

La posicién de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la
influencia de la gravedad se obliene mediante la ecuacién

1
s(e) = Egﬂ + vt + 8

Funcidén posicidn.

donde s, es la altura inicial del objeto, v, la velocidad inicial y g la aceleracién de la
gravedad, que en la superficie terrestre viene a ser de —9.8 m/s%.

EJEMPLC I10 Aplicacién de la derivada para calcular la velocidad

En el instante ¢ = {, un saltador se lanza desde un trampolin que estd a 32 pies sobre el
nivel del agua de la piscina (ver la figura 2.21). La posicién del saltador estd dada por

s = —16F + 16¢ + 32

Funcidn posiciin.

donde & se mide en pies y f en segundos.

a} ;Cudnto tarda el saltador en llegar al agua?

b) ;Cudl es su velocidad al momento del impacto?

Solucién

@} Para determinar ¢l momento en que toca el agua hacemos s = 0 y despejamos r.
—16:2 + 16t + 32 =0

16t + 1z —2)=0
t=—102

Igualar a cero la funcidn posicidn.
TFactorizar.

Despejar t.

Como t 2 (), hemos de seleccionar el valor positive, asi que el saltador llega al agna en
t = 2 segundos.

B Su velocidad en el instante ¢ estd dada por la derivada s'(r) = —32¢ +16. En conse-
cuencia, su velocidad ent = 2 es

§'(2) = =32(2) + 16 = —4R8 pies por segundo.
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En los cjercicios 1 y 2, utilizar la grafica para estimar la pen-
diente de la recta tangente a y = x" en el punto (1, 1). Verificar la

respuesta de manera analitica.

1. (I) ¥y = xl"z L'I) y = 71‘3

En los ejercicios 3 a 24, calcular la derivada de la funcién.

3. y=8 4 fly=-2
5. y=121° y ="
1 1
YT Boy=a
9. flx) = ¥x 10. g(x) = ¥x
1. Fflx)=x+1 12. glx) =3x — |
13, Ff=-2043—6 14 y=s11+2 -3
15, glx) = x2 + 4x3 16. y =8 — x*
1. si=1r—2r+4 18, fix) = 2x% — xT + 3x
19. ¥y = gsen @ —cos f 20. gt = mwcoss
21, y=x2—icosx 22, y =15+ senx
1 5
23y = o 3 senx 4, yv= (37 + 2cosx

En los ejercicios 25 a 30, completar la tabla.

Funcidn original  Reescribir  Derivar Simplificar
5
25, y= 252
2
26 y~= 3x?
3
Y
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Ejercicios de la seccion 2.2

Funcior ariginal

Reescribiv

Derivar

Simplificar

28, y= -t o
N
29 4= e
) N
30. y= _4:
X

En los ejercicios 31 a 38, encontrar la pendiente de la grifica de
Ia funcidén en ¢l punto indicado, Utilizar la funcién derive de ana
compuiadori para verificar los resultados.

S

_3

3

3B f) = e L
3. y=3xr — 6
35 oy =(2 +1Y
36, fix) = 35 —x)°
3. fie) = 4senb— 8
38 o) =7+ 3coss

32 =

Punto

(1,3)

(.2)
(0, -3)
(2,18)
0,1
(5,0)
(0, 0)
(m =1

En los ejercicios 39 a 52, encontrar la derivada de cada funcion.

39, flx)=+T4+5— 32

4

41, g =" — 5
i A — 3x2 + 4
43. fix) = ‘7;

5. y=axx"+ 1)
7. fix)= Sx—6¥x
49, h(s) =45 — 23

51, flx) = 9% + Scosx

40.

42,

4.

46.
48.
50.

52.

fl)y =22 — 3x — 3x72
S = x+

s
27— 3%+
hix) = 2x 3x + 1

¥y = 3x(6x — 5x2)

flo) = I+

Fley =723 — 413 4 4
\ 2

flx) ===+ 3cosx

3

g En los ejercivios 53 a 36, @) encontrar la ecuacion de la recta
tangente a la grifica de f en ¢l punto indicado, ) utilizar una
computador: para dibujar la grafica de la funcién y su recta
tangente en ¢l punto, y ¢) verificar los resultados empleando la
funcién derive de su computadora.

Funcion

53, y=axt -3x2+2
54. y=x' tx
. 2

58, fla)= =
X

56, y=(x>+2x)x+ 1)

3

Punio

(0
(—1.-2)

(1,2}

(1.6)
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En los gjercicios 57 a 62, determinar los puntos (si los hay) don- Desarrollo de conceptos (continuacién)
de la grifica de la funcién tiene una recta tangente horizontal.

57. y=x*—8*+2 En los ejercicios 71 y 72, se muestran las graficas de la fun-
58. y=x3+x cién f y de su derivada ' en el mismo plano cartesiano. Cla-
1 sificar las grificas como fo f' y explicar en un breve parrafo
59. y=— los erite